Sciezki do efektownej matematyki
Michat Szurek

Artykut ten, bedacy miejscami bardzo nieformalnym wyktadem, zostat napisany
z mys$la o ambitnych nauczycielach. Pokazujge w nim, jak stosunkowo prostymi
srodkami osiggng¢ ambitny cel: wprowadzenie uczniow w geometri¢ przestrzeni
euklidesowych dowolnego wymiaru. Wprawdzie w rozwazaniach czesto stosuje metody
geometrii analitycznej, ktorej praktycznie nie ma w szkole, ale po pierwsze jest to tatwa
geometria analityczna, po drugie — podpowiadam, jak mozna si¢ i bez niej obejsc.
Natomiast proponowane uzycie komputera (a konkretnie: programow typu CAS, tzn.
computer algebra system) jest oczywiscie na wyrost — tak mozna pracowac ze
studentami na wyspecjalizowanym seminarium, ewentualnie z waska grupg uczniow — i
wtedy wymaga to duzej pracy przygotowawcze;.

Nie przestrzegam w tym artykule zasady stopniowania trudnosci — mieszam
zagadnienia elementarne z bardzo zaawansowanymi.

1. Kilka uwag o dzieciach zdolnych. Przekonanie, ze ,,wszyscy ludzie sa
rowni” zdobylo sobie przekonanie w naszym spoteczenstwie. Bylo to latwiejsze, ze
przeciez zarowno Rewolucja Francuska, jak i konstytucja amerykanska, a takze
teoretyczne zatozenia komunizmu, do takiej rdwnosci wyraznie i jednoznacznie si¢
odwotywaty. Tymczasem — jak to czesto bywa — wystarczylo uscisli¢ pojecie réwnosci,
aby przekona¢ si¢ o nieprawdziwosci twierdzenia o rownosci wszystkich ludzi. Nie
chodzi o to, ze ludzie ro6znig si¢ kolorem skory, wzrostem, picia, i tak dalej. Przede
wszystkim chodzi o zdolnosci i zainteresowania. Marysia opanowata tatwo trzy jezyki
obce, Karol uczy si¢ od lat hiszpanskiego i wciaz duka. Dla Basi napisanie pracy z
polskiego jest katorga i zaden wysitek nie spowoduje, ze dostanie ocen¢ lepsza niz
mierna, Agnieszka pisze wypracowanie na kolanie, szybko, z glowy ... i doskonale.
Karol — wbrew powszechnej i stusznej opinii, ze chlopcy sa generalnie bardziej
uzdolnieni matematycznie niz dziewczgta — nie moze przej§¢ przez twierdzenie
Pitagorasa, a Zosia, ktora ma dwie lewe rece 1 nie jest w stanie zapamigtac jak si¢ pisze
,»20lty” juz w II klasie liceum catkowala przez czesci.

Ludzie (doro$li i dzieci) maja poza tym rozne upodobania: jednych nudzi
muzyka powazna, drudzy chodza czesto do Filharmonii. Darek bedzie pracowal po
nocach, zeby kupi¢ lepszy samochdd 1 bedzie dbat o niego, Markowi wystarcza auto,
ktére ma cztery kola, silnik i jedzie do przodu, za to ogrodek Marka jest pigkny 1 mato
kto zna si¢ tak na cebulkach tulipanowych.

Pisze o sprawach oczywistych i wywazam otwarte drzwi. Wszyscy powinni$my
by¢ tylko réwni wobec prawa: ta a priori nieoczywista zasada jest powszechnie
przyjmowana w kazdym spoteczenstwie, wywodzacym si¢ z europejskiego systemu
kulturowego. Ré6wnos¢ wobec prawa: tylko tyle i1 az tyle.

Na koniec wstgpnych uwag zadajmy sobie pytanie: Po co zajmowal si¢
nieprzeci¢tnie zdolnymi dzie¢mi? Czesto padajg argumenty: nie do$¢, ze taki zdolny, to
jeszcze mu pomagac? Przeciez i1 tak da sobie rad¢. OdpowiedZ jest prosta: Brylant
trzeba oszlifowaé. Im wigkszy, tym trudniej. Dzieci wybitnie zdolne potrafig by¢
zagubione, niezdolne do wspoétzycia z innymi, rozchwiane emocjonalnie i zwyczajnie
nieszczesliwe, bardzo czegsto bardziej niz te autentycznie poszkodowane przez los.
Moga wreszcie niewlasciwie spozytkowac swdj talent: rozmieni¢ go na drobne albo
wykorzystaé w przysztosci swoj talent przeciw spoteczenstwu, a nie dla niego.

Drugi aspekt traktowania mtodych osdb o nieprzecigtnych zdolno$ciach
streszcze krotko: los podarowal kazdemu takie a nie inne zdolnosci. Nie mozna
marnowa¢ wygranego losu na loterii.



2. Wysokie wymiary. Motywacja.

Zanim zajmiemy si¢ po prostu matematyka, spdjrzmy na zagadnienie
»przestrzeni wysokiego wymiaru” nieco szerzej, z filozoficznego punktu widzenia. Az
do potowy XIX wieku matematyke postrzegano zgodnie z filozofig Galileusza,
Kartezjusza, Hume’a i Kanta. Mimo wielu réznic w swoich pogladach na filozofi¢
nauki, ci uczeni podzielali poglad, ze matematyka opisuje $wiat, ze jest do tego
stworzona, nierzadko formutujac to tak, ze to Bog przemawia do nas jezykiem
matematyki. Badajagc odpowiednie struktury matematyczne niejako ujawniamy
wewnetrzng strukture Swiata.

Intuicja geometryczna jest wczesniejsza od arytmetycznej, zarowno W
historycznym procesie ewolucji ludzkosci, jak i w rozwoju kazdego z nas. Pewnie
dlatego cata matematyka przesigknieta jest geometrig. Wiemy doskonale, ze wiasnie na
lekcjach geometrii ¢wiczymy wyobrazni¢, uczymy si¢ zaré6wno rysunkow, jak i
logicznego myslenia. O dydaktyce geometrii mowi si¢ i pisze najwiecej. Badania catego
procesu nauczania najlepiej przeprowadzac¢ na zagadnieniach geometrycznych. W tzw.
testach na inteligencj¢ jest duzo pytan geometrycznych.

Pelny wyktad o filozoficznych zagadnieniach zwigzanych z matematyka dat
dopiero Immanuel Kant. Zrewolucjonizowat on myslenie o matematyce, powiadajac,
ze twierdzenia matematyczne konstruuja sady, a nie analizujg. Twierdzenia
geometryczne s3 sadami syntetycznymi a priori (przed do§wiadczeniem). Jaki jest §wiat,
tego naprawd¢ nie wiemy, bo nie umiemy go inaczej postrzegac, jak poprzez czas i
przestrzen. Czas odnosi si¢ do kolejnosci, a przestrzen do umiejscowienia obok siebie.
Czas i przestrzen dzialaja asymetrycznie, co uwidocznia si¢ w podziale samej
matematyki (pochodzacym przeciez ze starozytnosci): funkcj¢ czasu pelni arytmetyka, a
funkcje przestrzeni — geometria'. Zdania matematyczne — méwi Kant - sa jedynymi
zdaniami syntetycznymi a priori — daja wiedz¢ pewng i niezalezng od do$wiadczenia.

Urodzony w Polsce amerykanski intelektualista Jacob Bronowski (1908-1974)
przedstawil interesujacy punkt widzenia, bardzo dobrze pasujacy do matematyki
wlasnie: wiedza jako algorytm i wiedza jako metafora.? Pierwsza cze$¢ te] mysli jest
jasna: wiedza daje nam umiej¢tnosci, bardzo czgsto sprowadzane do algorytmow.
Potrafi¢ rozwigza¢ rownanie, obliczy¢ pole przekroju graniastostupa, wyznaczy¢
stezenie potrzebnego roztworu, obliczy¢ niezbedne parametry projektowanego mostu,
zmieni¢ koto w samochodzie, upiec placek ze §liwkami, jezdzi¢ na rowerze, ptywac,
gra¢ w brydza, postugiwac si¢ komputerem. Tu ,,wiem” jest bliskie ,,potrafi¢”.

O co chodzi w zwrocie ,,wiedza jako metafora”? Bronowski pisat: Podstawg
zarowno poezji, jak i odkrycia naukowego jest zdolnos¢ do pojmowania niepodobnego
jako podobnego i podobnego jako niepodobnego. Musimy przekraczaé bariere
epistemologiczng, musimy przeciez opisywaé Nnowe za pomocag Starego i dopiero po
pewnym czasie zmieniamy sposob pojmowania. Zeby co$ zrozumieé¢, musimy te rzecz,
pojecie, mysl, przedstawi¢ w innej postaci. Zastosowac stare do nowego. Dlatego
wlasnie zdobywanie wiedzy to nieustanne pisanie metafor. Dlatego mozna powiedzie¢,
ze cala nasza wiedza 1 cate nasze rozumienie jest metaforyczne. Dlatego jest tak piekne.

! Obiegowa prawda jest to, ze jedno z drugim polaczyt Kartezjusz. Ale juz Mikotaj z Oresme w swoim
Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum (ok. 1350 r.) realizowat pomyst, zeby pozioma linia
prosta reprezentowata czas albo ogdlniej (w stosowanej do potowy XX wieku terminologii) zmienna
niezalezna. Dzi$§ wielu nauczycieli jest zdania, Ze te dwie dyscypliny matematyczne nalezy raczej taczyé
niz rozdzielac i przeciwstawia¢ sobie wzajemnie.

2 Jacob Bronowski, The ascent of man. Futura MacDonald & Co. London & Sydney (1973).
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Jak wiemy, metafora to opisywanie jednej rzeczy w terminach odnoszacych si¢
do innej. Popularny w Polsce od lat sze$c¢dziesigtych dwudziestego wieku gruzinski
poeta i piesniarz Butat Okudzawa miat genialng zdolno$¢ dokonywania poetyckiego
skrétu: ujmowania rzeczy waznych jedng celng mysla, powiedzeniem, refrenem,
metaforg. Matematyk powiedziatby: jednym prostym wzorem.

W ksigzce Michata Hellera Filozofia przyrody, wydanej przez Znak (2004), znajduje
mysli, z ktorymi, jako matematyk, nie zgadzam si¢ zupetie. Chodzi o filozofi¢
Immanuela Kanta. Jak pisalem wyzej, uwazal on, ze wiedza geometryczna jest nam
wrodzona, a takze jest zarowno syntetyczna, jak i a priori. Zawiera prawdy o $§wiecie, a
nie musi by¢ poparta doswiadczeniem:

(...) wszystkie zewngtrzne przedmioty naszego $wiata zmystowego muszg
koniecznie z zupetng doktadno$cig zgadzaé si¢ z twierdzeniami geometrii:
zmystowos¢ bowiem dzigki swej formie naocznosci zewnetrznej (przestrzeni),
ktorg zajmuje si¢ geometria, sprawia dopiero, ze owe przedmioty jako
zjawiska staja si¢ mozliwe.

Kant pisat, ze musimy postrzega¢ §wiat poprzez swoiste formy naocznosci, ktérymi
migdzy innymi sg czas i przestrzen. Wszystko dzieje si¢ w przestrzeni i w czasie. Nie
umiemy ze S$wiata usung¢ tych kategorii. Ale obie sg3 nam dane na zawsze i
nicodwolalnie. Wiemy, ze mamy na nosie okulary, ale nie potrafimy ich zdja¢.

Michal Heller, powtarzajac argumenty wielu myslicieli, uwaza, ze istnienie innych
geometrii zaprzecza myslom Kanta, ktéory za jedyng mozliwag geometri¢ uwazat
euklidesowa. Ale Kant nie mogt wygtosi¢ takiego twierdzenia. W jego czasach nie tylko
nie byto innych geometrii, ale nikt nawet nie mogt sobie wyobrazi¢, ze mogg istnie¢
inne. To tak, jakbySmy napisali, Ze starozytni Grecy nie rozwazali mozliwoS$ci
poruszania si¢ samochodem po Atenach. Tymczasem nawet przytoczony cytat z Kanta
(analizowany 1 przez Hellera) pokazuje, ze chodzi o zgodno$¢ z geometria, ale jaka?
Nie musimy domniemywac, ze koniecznie z euklidesowa. Bardziej naturalna jest mysl,
ze ma by¢ zgodna z takg geometria, jaka wlasnie jest w naszej przestrzeni.

Pomoéwmy najpierw o samej intuicji. Ma ona co$ wspolnego z wngtrzem
(interior) — Johann Wolfgang Goethe powiedzial, ze intuicja to objawienie rozwijajace
si¢ z wnetrza cztowieka. Samo stowo pochodzi od tacinskiego ,,intueri” = ,,przygladaé
si¢, obserwowac”, poprzez Sredniowieczne termin tacinski ,,intuitio” = ,,podszept,
przeczucie”. Rozumiemy tez dobrze, Ze intuicja to zard6wno przeczucie, tworcza
wyobraznia, zrozumienie zdobyte ani nie droga doswiadczenia, ani czystej spekulacji
myslowej. Pojac intuicyjnie — to rozumie¢ bez wyjasniania, jak i dlaczego co$ si¢
dzieje, poza naszg §wiadomoscig. Intuicj¢ nalezy odrdznia¢ od tak zwanego ,,0l$nienia”,
opisywanego przez wielu uczonych, a takze od wyobrazni i zgadywaniu opartych na
faktach (,,informed guess”).

Przestrzen jest jedna z podstawowych kategorii antropologicznych 1
interesowata ludzi od dawna, na rézny zreszta sposob. Aby ja poznac jedni skakali z
wiezy, drudzy rozmyslali. Ale do konca XIX wielu wyobrazenie przestrzeni byto
wspolne dla matematykow i pozostatych humanistow. Dzi$ ci pozostali humanisci zyja
w przekonaniu, ze w matematyce nic si¢ nie zmienito. Je§li nawet uwazajg, ze
matematyka jest jedynym zrodtem prawdy (a zdarzaja si¢ takie skrajne poglady — nie

* Immanuel Kant, Prolegomena do wszelkiej przyszlej metafizyki, ktora bedzie mogla wystapic¢ jako
nauka, ttum. B. Bernstein, PWN, Warszawa 1960.
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mysli tak chyba zaden matematyk), to jednak wedtug nich matematyka przemawia tylko
»przypowiesciami”, alegoriami, wykorzystuje gr¢ poje¢ i symboli i filozofuje — i jest
zatem bardziej basnig niz poznawaniem $§wiata przez szkietko i oko. Stad wynikaja
nieporozumienia, takie jak proby zrozumienia chaosu, zakrzywienia przestrzeni i
rachunku szans bez aparatu matematycznego. Lepiej jest z geometria, nawet przestrzeni
wysokiego wymiaru. Tu bowiem moze dziata¢ intuicja.

Ksztalcenie wyobrazni przestrzennej jest jednym z podstawowych celow
nauczania matematyki. Jest to coraz trudniejsze. W liceum stereometria jest okrojona do
podstawowych informacji. W zawodach Olimpiady Matematycznej zadania
stereometryczne zdarzajg si¢ tylko w finale i zwykle majg najwyzszy wspotczynnik
trudnosci. Czy mozemy w ogole mowic o intuicji i wyobrazni przestrzennej, gdy w gre
wchodzg przestrzenie, nawet euklidesowe, wysokich wymiaréw? Wymagato by to
oddzielnych badan, trudnych metodologicznie. Aby bowiem wytlumaczy¢ komus, co to
jest euklidesowa przestrzen dowolnego wymiaru, trzeba zaaplikowac tej osobie dosé¢
dhugi wyktad z matematyki. Wtedy jednak u tej osoby przy rozwigzywaniu zadan nie
zagra juz czysta intuicja.

Kilka uwag o konkursach matematycznych. Dotyczg one niemal wszystkich
konkurséw, od szkolnych i kuratoryjnych do olimpiad, w tym i migedzynarodowych.
Polegaja one prawie zawsze na rozwigzywaniu zadan, na ogot otwarto-zamknigtych (w
zapomnianej dzi$ troche terminologii Jozefa Kozieleckiego), to jest takich zadan, gdzie
trzeba si¢ doliczy¢ badz dojs¢ rozumowo do czego$ konkretnego, na przyktad wyniku
liczbowego albo tezy twierdzenia. Rzadko zdarzaja si¢ zadania otwarte (w tej samej
terminologii), to jest takie, ze nie jest znany ani punkt koncowy, ani metoda. Sg to
zadania typu ,,zbadaj, zobacz, co cickawego da si¢ powiedzie¢ o tym i o tym”. Stowo
»zadanie” w tym kontek$cie bardziej zbliza si¢ znaczeniowo do  angielskiego
,»challenge” niz ,problem”. Ocenianie takich prac jest bardzo trudne, bo bardzo
subiektywne. Zadania, o ktorych pisze w tym artykule s3 bardzo czgsto tego typu:
»Zobacz, co tu ciekawego, odkryj, zajrzyj”. Podejmowane w Polsce proby
zorganizowania konkursow tego typu nalezy uzna¢ za nieudane. Autorzy tematdéw nie
dbajg zwykle o wymyslenie takich zagadnien, na ktore nie ma gotowego opracowania w
Internecie.

John Steinbeck pisat w swojej ksigzce ,,Byta raz wojna” (ang. ,,Once there was a
war”) , ze kapelusz mozna nosi¢ na wiele sposobow 1 kazdy z nich moze wyraza¢
osobowos¢ wlasciciela. Jest tylko jeden sposdb noszenia hetmu: prosto, rowno i tuz nad
oczami. Do$¢ podobnie — przynajmniej w spotecznym odczuciu — jest z wiedza
matematyczng. Twierdzenia matematyczne sg wedlug ogolnej opinii  jak dalekie
gwiazdy: nieruchome, niedosi¢zne, niezmienne i zimne.



3. Metodologia.

Dla matematykow XIX wieku nie bylo wecale jasne, ze zajmowanie si¢
przestrzeniami dowolnych wymiaréw ma sens. Geometria W przestrzeniach dowolnego
wymiaru zdobywata sobie miejsce powoli’. Jednym z inicjatoréw takich badan byt
(okoto 1880 roku) wloski matematyk Giuseppe Veronese (1845 — 1917). To wlasnie
Veronese uczynit z algebry liniowej geometri¢ i pokazal, jak przej$cie do wyzszych
wymiarOw upraszcza niektére sformutowania a jednocze$nie pokazuje geometri¢
»hiskowymiarowa” jakby z lotu ptaka. Dobrze to ilustruje pdzniejsze twierdzenie
Corrado Segre: kazda ptaska krzywa wymierna stopnia d jest rzutem ustalonej krzywej
Cy polozonej w przestrzeni rzutowej P° . Przedstawienie parametryczne krzywej Cq
jest wzorami: x; = A,p’" , gdzie A:pe P'. Jak pisza Ottaviani i Ghione® mozna
powiedzie¢, ze krzywe ptaskie sg tylko cieniami ( w sensie metafory Platona o jaskini)
jednej, nieskomplikowanej rodziny krzywych. Przypomnijmy tez, ze Stanistaw Lem
pisat (w kontek$cie opowieSci o smoku) , ze jezeli schowamy reke pod wode i
wystawimy z wody 5 palcow to nierozgarnigty obserwator na powierzchni nie skojarzy,
ze nie jest to 5 niezaleznych obiektow, tylko wlasnie pig¢ palcow jednej reki. Segre nie
byt pionierem badan nad przestrzeniami dowolnego wymiaru, ale jak wida¢, potrzeba
uzasadniania, ze te badania sa sensowne, byla silna. OkreSlona wyzej krzywa Cq
Veronese nazwat ,,normalnym modelem” krzywej C. Segre postawil sobie za cel
znalezienie ,,modeli” rozmaito$ci wyzszych wymiardw, np. powierzchni. Mialo to
stuzy¢ badaniu geometrii powierzchni poprzez badania wiasno$ci ,,modelu” i
rzutowanie. Juz w 1884 roku udowodnit istnienie modeli dla powierzchni pewnego
typu®; omoéwienie szczegotow wykracza poza ramy tego artykutu.

Powoli jednak docieralo do $wiadomosci wszystkich, ze badania przestrzeni
dowolnego wymiaru sg naturalne i nieuniknione. Felix Klein pisat:

Die mathematische Untersuchungen {iber Mannigfaltigkeiten mit
beliebig vielen Dimensionen wiirden allerdings sofort geometrische
Verwendung finden, wenn die Vorstellung richtig ware, — aber ihr Wert und
thre Absicht ruht ginzlich unabhidngig von dieser Vorstellung, in ihrem
eigenen mathematischen Inhalte’

Badania matematyczne nad rozmaitosciami o dowolnie wielu
wymiarach oczywiscie znalazlyby natychmiast zastosowania geometryczne,
gdybysmy mieli wtasciwe o nich wyobrazenie, ale wartosc i cel tych badan jest

* Nawet wykladajaca mi w 1963 roku geometri¢ analityczng Wanda Szmielew powiedziata, polecajac
nam ksigzke Karola Borsuka ,,Geometria analityczna w n wymiarach” Ze nie powinni$my si¢ ba¢, bo owo
n bedzie réwne 2 albo 3.

> Ghione, F., Ottaviani, G., A tribute to Corrado Segre, w : Complex Projective Geometry, London
Mat. Soc. Lecture Notes Series, 179 (Cambridge 1992).

® Doktadnie: dla wymiernych powierzchni prostokre§lnych. Modelami sa tu powierzchnie znane dzi$ pod
nazwa powierzchni Hirzebrucha. Z dowodu twierdzenia o istnieniu tych modeli wynika dowod
twierdzenia, ze kazda wigzka wektorowa na sferze Riemanna jest sumg prosta wigzek liniowych!
Twierdzenie to udowodnili takze Dedekind i Weber, a na nowo Alexander Grothendieck w 1957 roku ... 1
w literaturze nazywane jest ono wtasnie twierdzeniem Grothendiecka. Jest jeszcze kilku innych autorow,
ktorych mozna uzna¢ za odkrywcow tego twierdzenia; szczegoty podaje np. cytowana ksigzka Christiana
Okonka, Heinza Spindlera i Michela Schneidera.

" Klein, F., Vergleichende Betrachtungen Geometrie Uber neue geometrische Forschungen, Erlangen
1872. Drugie zdanie pochodzi z Uber Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann, 5, str. 261.
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od tego przedstawienia catkowicie niezalezna i polega na ich wlasnej tresci
matematycznej.

a nastepnie:
Die Liniegeometrie ist wie die Geometrie auf einer M®, des Rs.

Geometria linii prostych to tak jak geometria na M@, w Rs (to znaczy na
rozmaitosci stopnia 2 i wymiaru 4 w przestrzeni pigciowymiarowej, przyp.
M.Sz.).

Najpehiejsze rozumowania w geometrii elementarnej przestrzeni wymiaru n sa
bardzo czesto indukcyjne. W zwigzku z usunigciem z programéw szkolnych zasady
indukcji poswiece jej kilka zdan komentarza.

Zasada indukcji matematycznej jest cickawa chocby dlatego, ze nie byta znana
w starozytno$ci 1 w Sredniowieczu, a dokladniej: nie byla sformutowana w wyrazny
sposob. Byta oczywiscie okazjonalnie stosowana: pierwszy raz terminu induction uzyt
John Wallis w 1656 roku a Augustus de Morgan w 1838 roku nazywal ten proces
successive induction, a jeden raz uzyt zwrotu mathematical induction. W swojej stynnej
pracy Was sind und was sollen die Zahlen (1887) Richard Dedekind uzywat
konsekwentnie zarowno terminu indukcja zupetna (volistindige Induktion), jak i samej
techniki dowodow indukcyjnych z obecnymi wymogami $cistosci. Jednak do konca
XIX wieku w najpowazniejszych pracach matematycznych uzycie zwrotu und SO
weiter, e cosi via, and so on (po polsku: i tak dalej) nie byto btgdem formalnym. Ujecie,
ktore znamy dzisiaj, wykrystalizowalo si¢ na przetomie wieku XIX i XX. Dla
pokazania, jak bylo to trudne, przytocze tylko jej opis z ksiazki® Henri Poincarégo
(1854 — 1912). Opis ten pomoze zrozumieé, ze ta (wydawaloby si¢) prosta i oczywista
zasada logiczna mogta zaskakiwaé swojg odrebnoscig od regut wnioskowania znanych
od wielu stuleci.

Wezmy witasciwos¢ liczby n, jednym ze sposobdéw, aby ja
udowodni¢, jest zastosowanie zasady rekurencji, ktora dziata
nastepujgco:

1. Sprawdzamy, czy ta wtasciwos¢ jest prawdziwa dla liczby 0;

2. Przypuszczajac, ze jest prawdziwa dla liczby n, wykazujemy,
ze jest takze prawdziwa dla jej nastepnika n+1. Wowczas
wyciggamy wniosek, ze wilasciwos¢ jest prawdziwa dla
wszystkich liczb catkowitych.

Cechg istotng rozumowania przez rekurencye jest, ze zawiera ona
zageszczong, ze tak powiem w jedna formute nieskonczong ilosc
sylogizmoéw. Aby to lepiej uwydatni¢ wypowiedzmy jedne po drugich te
sylogizmy, uktadajace sie - ze uzyjemy wyrazenia obrazowego - w
kaskade. Sg to rozumie sie sylogizmy hypotetyczne.

Twierdzenie jest prawdziwe dla liczby 1. Jezeli za$ jest prawdziwe dla
liczby 1, to jest prawdziwe i dla 2. A wiec jest prawdziwe dla 2. Jesli zas
jest prawdziwe dla 2, to jest prawdziwe dla 3. A wiec jest prawdziwe dla
3, i tak dalej.

® Henri Poincare, Nauka i Hypoteza, ttum. M. H. Horowitz pod red. L. Silbersteina. Wyd. Jakob
Mortkowicz (1908).
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Widzimy wiec, ze wniosek kazdego sylogizmu stuzy jako przestanka
mniejsza sylogizmu nastepnego. Nadto przestanki wieksze wszystkich
naszych sylogizmdw mozna sprowadzi¢ do jednej formuty:

Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n-1 , to jest prawdziwe i dla n.

Widzimy wtedy, ze w rozumowaniach przez rekurencye formutuje sie
tylko przestanke mniejszg pierwszego sylogizmu oraz formute ogding,
zawierajacg jako wypadki szczegdlne wszystkie przestanki wieksze. W
ten sposdéb szereg sylogizméw, ktoryby sie nigdy nie skonczyt,
sprowadzony zostaje do zdania kilkuwierszowego.

4. Intuicyjne podstawy geometrii w wysokich wymiarach

Latwo si¢ zgodzi¢, ze objetos¢ n-wymiarowa cial w przestrzeni tego wymiaru
zmienia si¢ w n-te] potedze skali liniowej. To znaczy, ze jezeli rozmiary ciata
powickszymy dwukrotnie, to jego pole zwigkszy sie czterokrotnie, objetosé
trojwymiarowa osmiokrotnie (tego jeszcze uczymy w szkotach), objetosé
czterowymiarowa szesnastokrotnie i tak dalej. Wyobrazmy wiec sobie, ze w n-
wymiarowym kraju rosng okragle pomarancze i ze zarowno caly owoc, jak skorka sa
tak samo grube, jak 1 w naszym §wiecie. Przyjmijmy, ze grubo$¢ skorki to 1/10 grubosci
catego owocu (liczac od srodka). Innymi stowy, migzsz zajmuje - liniowo — az 9/10. Ale

25
wobec tego objetosciowo migzsz zajmuje tylko (E) = 0,071..., niecate siedem

procent. W przestrzeni stuwymiarowej we wnetrzu ,,prawie nic nie ma”. Moze wobec
tego w tamtych §wiatach skorki sa niezwykle cienkie?

Nadmuchiwanie balonika w przestrzeniach wysokiego wymiaru jest czynnoscia
niezwykle pracochtonng. Obliczmy, ile trzeba wdmuchaé¢ powietrza, by balonik
zwigkszyt swoj rozmiar z 20 centymetrow $rednicy do 22. Odpowiada do zwigkszeniu
promienia z 10 do 11, czyli o 10 procent. Najpierw przyjrzyjmy si¢ wymiarowi 25.
Poniewaz 1,1 = 10,8347..., wiec 1lo§¢ powietrza w baloniku trzeba zwigkszy¢ prawie
jedenastokrotnie. Dla n = 100 jest znacznie gorzej: 1,1'% to ponad 13780. ,,Nadmuchaj
mi tato, balonik” — prosi dziecko. Dobrze, synku, zaraz si¢ wezm¢ do pracy. Na
nastepne Boze Narodzenie bgdziesz miat nadmuchany.

5. Okreslenie przestrzeni euklidesowych.

Przez przestrzen euklidesowg E" wymiaru n rozumiemy przestrzen ztozong z n-
elementowych ciggéow (ai, az, ..., an) liczb rzeczywistych. Mamy w niej strukture
liniowa, afiniczng i strukturg przestrzeni ortogonalnej. W dalszym ciagu wyktadu na
przestrzen euklidesowag bedziemy patrze¢ zaroOwno jak na przestrzen liniowa, jak i
afiniczng 1 ortogonalng, wyraznie tego nie oddzielajac. Struktura liniowa dana jest przez
zwykle dzialanie dodawania ciggéw i mnozenie ciggéw przez skalary. Struktura
afiniczna dana jest przez przesunigcia o podany wektor swobodny, a struktura
ortogonalna przez iloczyn skalarny, okreslony wzorem

(al, a, ..., an). (bl, b2, cee, bn) = Z?zl a; bi .
Macierza tego iloczynu skalarnego w bazie naturalnej

e =(1,0,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,0,...,1)
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jest oczywiscie macierz jednostkowa.
Dhugos$¢ wektora okreslamy jako pierwiastek jego kwadratu skalarnego, a
kosinus kata migdzy wektorami Vv oraz w wzorem

cos K= ——
viiw]|

W przestrzeni E" okreslona jest tez funkcja objetosci, przypisujaca kazdemu
(mierzalnemu) zbiorowi liczbe, rowng stosownej calce. Poniewaz rozpatrywane tu
figury (bryly) beda miaty prosta budowe, nie bedziemy wnika¢ w szczegdly zwigzane z
samg definicjg objetosci. Zatem n-wymiarowa obj¢to$¢ n-wymiarowej kostki 0
krawedzi a wynosi a". Podobnie objetoéé roéwnolegloscianu o wysokosciach
h,, h,_1, ..., hy, hy jest rowna iloczynowi h,h,,_1 ... hyhy.

Oprocz iloczynu skalarnego, w przestrzeni wektorowej R" jest okreslony
iloczyn wektorowy uktadu n-1 wektorow. Wektor viXVy X ... XV, jest jednoznacznie
okreslony przez nastepujace warunki:

1) ViXVy X ... XVq.1 jest prostopadty do kazdego z wektorow Vi,V , ...,Vn.1;

2) dlugos¢ iloczynu ViXVy X ... XVpq jest rowna (n-1)-wymiarowej objetoSci

rownolegtoscianu rozpigtego na krawedziach vq,vz , ...,Vn1 ;

3) ukiad vi,vz, ..,Vn1, VIXV2 X ... XV, jest dodatnio zorientowany.

Latwo wykazuje si¢, ze — analogicznie do sytuacji z wymiaru 3 — wspotrzedne wektora

V1XV7 X ... XVj.1 MOzna wyrazi¢ wyznacznikiem

e e . 8,
&y &, . By,
anfl,l anfl, e an—l,n

gdzie w pierwszym wierszu wypisane sg wersory osi, a w kolejnych = wspotrzedne
poszczegolnych wektorow. W programie Mathematica funkcja obliczajacg iloczyn
wektorowy jest Cross:

In[1] Cross[{1,1,0,0},{0,1,1,0}, {0,0,1,1}]
Out[l] = {-1,1,-1,1}

Bedziemy okazjonalnie uzywac¢ wspotrzgdnych barycentrycznych. Niech po, pi,
P2,..., Pn beda punktami w potozeniu ogblnym w E". Kazdy punkt p przestrzeni moze
by¢ wtedy jednoznacznie przedstawiony w postaci kombinacji afinicznej Y tip; ,
gdzie liczby t; spetniaja warunek ) t; = 1. Liczby te nazywaja si¢ wspotrzednymi
barycentrycznymi punktu p wzgledem punktéw pPo, P1, Pz..., Pn . Srodek ciezkosci
skonczonego uktadu punktow jest punktem, dla ktorego wszystkie te wspotrzedne sa
jednakowe. Ogolniej, jezeli w punktach po, P1, P2,..., Pn znajdujg si¢ masy
proporcjonalne do to t,...,tn , to srodek masy takiego uktadu jest w punkcie p=)\" t; p;-
Zasada ta jest wazna i dla ,,mas ujemnych”.

(0,0,1)
®

/[
VAVAVAV

(1,0,0) (0,1,0)




6. Geometria sympleksu foremnego.

Najpierw przyjrzyjmy si¢ samemu sympleksowi dowolnego wymiaru n. Gdy n=2, jest to
dobrze znany tréjkat rownoboczny, dla n=3 otrzymujemy czworos$cian foremny. Jaka bryla jest
sympleks czterowymiarowy? Jest on utworzony przez pig¢ punktéw potaczonych odcinkami
tak, by kazdy miat taka sama dlugos¢. W przestrzeni czterowymiarowej to da si¢ zrobi¢, w
trojwymiarowej nie! Dwuwymiarowy rysunek (a przeciez innych nie umiemy robi¢) wyglada
tak:

D
E

Jest to tez graf zupelny o pigciu wierzchotkach. Jesli w eliminacjach mistrzostw $wiata jest
pi¢¢ druzyn, to kazda gra z kazdg - a jesli jest mecz i rewanz, to jest on jeszcze skierowany.
Laczymy kilka, kilkanascie, kilkadziesiat, ... , wierzchotkow, kazdy z kazdym. Trojkat jest
najprostsza figura ptaska, a sympleks najprostszg bryla w dowolnym wymiarze. Bedziemy
moéwié tylko o sympleksach foremnych, utworzonych z jednakowych odcinkow.

Obliczymy najpierw wysokos¢ sympleksu foremnego wymiaru n. Przypomnijmy sobie wzor
na wysokos$¢ w trojkacie rownobocznym i wysoko$¢ w czworoscianie foremnym.

Twierdzenie. W sympleksie foremnym wymiaru n, o krawedzi 1

a) wysokosci dzielg sie w stosunku n:1,

/ n+1
b) wysoko$¢ jest rowna h, = n
n

A




Dowdd. Ze szkoty wiemy, ze wzor jest prawdziwy dla trojkata rownobocznego, bedacego
sympleksem wymiaru 2. Zalézmy, ze jest dany sympleks wymiaru n . Poprowadzmy wysokos$¢
h, = AH _ Jej spodek jest w srodku sympleksu wymiaru n—1 , bedacego $ciana.

Trojkat AHD  jest prostokatny.  Pamigtamy o zatozeniu indukcyjnym, a mianowicie, ze
wysokosci dziela si¢ w odpowiednim stosunku. Konkretnie,

DH = n__lhn_lzn__l n = \/E ,
n n \2(n-1) 2n

\/ n-1 n+1
zatem h,=.1-— = . [——.
2n 2n

Do zakonczenia dowodu mamy jeszcze wykazac¢, ze wysokosci w sympleksie dziela si¢
tak, jak podaje wzor. Niech H; bedzie punktem wspolnym wszystkich wysokosci. Nie
bedziemy wykazywaé, ze on istnieje — przypomnijmy sobie dowdd dla czworo$cianu
foremnego. Poniewaz wysokosci taczg wierzchotki ze $rodkami podstawy, wiec punkt H; jest
srodkiem kuli opisanej i wobec tego AH; = BHi. Jezeli HH; = a-hy,, to z twierdzenia
Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego BHH; mamy

HHy= /BH,? —BH? |

Zatem

_1)2
(1_a)hn = \/(nnz) .2(nn—1) + a.2 hr% .

Po podniesieniu obu stron do kwadratu mamy
n-1 2,2
1-a)’h, = —= + a“hg,
(1-a) on n

i dalej

n+1(1_2a)= n—1’
2n 2n

. 1 . . .
skad do$¢ tatwo wyliczamy, ze a:—l ; twierdzenie udowodnione.
n-+

1
Jak widzimy, jezeli n dazy do nieskonczonosci, to wysoko$¢ sympleksu dazy do E:

(razy dtugos¢ krawedzi sympleksu). Jest to o tyle interesujace, ze cigg ten ,,zaczyna si¢” od

NI

wysokosci trojkata rownobocznego, rownej 7 .

Mozemy teraz fatwo obliczy¢ dwa wazne katy.

Twierdzenie 1. Niech o bedzie katem mi¢dzy krawedzig sympleksu a jego wysokoscia. Wtedy
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hn /n+1
cosa =—=,[—.
1 2n

. 1 V4 .
Whiosek. Gdy n—oo | to cos a —>———, a zatem kat o dazy do Z . Innymi stowy, w

J2

przestrzeni wysokiego wymiaru kat nachylenia wysokosci do krawedzi podstawy jest bliski 45°.

Twierdzenie 2. Niech B bedzie katem migdzy krawedzig sympleksu wymiaru n a rzutem tej

. h / n+1
krawedzi na ,,podstawe” (bedaca $ciang wymiaru n — 1). Wowcezas Sin f = T”: o
n

Twierdzenie 3. Kat migdzy hiper§cianami wymiaru n-1 jest rowny arccos — .
n

Dowod. Obliczymy kat plaski miedzy odcinkami powstajacymi przez przecigcie
sympleksu 2-ptaszczyzna przechodzaca przez dwa wierzchotki i $rodek (n-2)-wymiarowej
$ciany, przeciwlegtej do krawedzi taczacej te wierzchotki. Jest ona prostopadia do wspdlnej 1-

krawedzi §cian. Przekrojem jest ptaski trojkat rownoramienny podstawie 1 i ramionachh, , .

hn-l hﬂ-l
1/2
Zatem c0s 2 = 1-2sina = 1— 1 5 :1_n—1 :1
2h, , n n

Dla sympleksu wymiaru n jest podobnie, jak dla ostrostupa w E>. O geometrii
sympleksu pisz¢ doktadniej dalej, tutaj ogranicz¢ si¢ do nie do konca precyzyjnego
okre$lenia. Sympleksem wymiaru n w przestrzeni euklidesowej E™ nazywamy bryle
(wymiaru n) o wierzchotkach w n+1 punktach, znajdujacych si¢ w potozeniu ogdlnym,
a to znaczy, ze zadne trzy z tych punktow nie lezg na jednej prostej, zadne cztery w
jednej ptaszczyznie itd.

Wyprowadzimy wzor na objetos¢ sympleksu, analogiczny do wzoréw szkolnych
na pole trojkata i objetos¢ ostrostupa. Wyrdznimy w sympleksie S wymiaru n,
potozonym w przestrzeni E" podstawe, bedaca (n-1)-wymiarowa $ciang Dng 0O
wierzchotkach pg, p1..., Pn-1 Oraz nielezacy na niej wierzchotek p,. Niech wysokosé¢
sympleksu (opuszczong z p, Na D) ma dhugos¢ h, Poprowadzmy hiperptaszczyzne D
rownolegta do wybranej podstawy Dni 1 odleglej od niej o pewna wielko$¢ X.

Otrzymamy w przekroju sympleks S’, podobny do S w skali 1: h, =X

Zatem objetos¢ sympleksu D jest rowna
h, h n-1 h, h n-1 0 n-1 1
J1 72X vdx=v, [ X dx= Yt (B, —x) d(h,—x)=2v,h,
0 hn 0 hn hn h n

n
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Stownie: objetos¢ n-wymiarowa sympleksu jest rowna jednej n-tej (n-1)-wymiarowej
objetosci podstawy pomnozonej przez wysoko$¢ sympleksu. Analogie z wymiarem 2 i
3 s3 oczywiste.

pﬂ
s hﬂ
}4 s
0 pn -1
X
pﬂ pn -1

Skoro v, = %vn—lhn—l , nhastepnie v, = ﬁvn—zhn—z i tak dalej, to (droga
oczywistej indukcji) dochodzimy do wniosku, Ze objetos¢ sympleksu wymiaru n jest réwna
v, = %hnhn_l ..hyhy, gdzie h,, h,_4, ... hy, hy sa kolejnymi wysokos$ciami $cian sympleksu
(za§ hy jest krawedzig). Iloczyn h,h,_q1..hyh; jest oczywiScie rowny objetosci
prostopadto$cianu opisanego na tym sympleksie. Przypominajac sobie, ze kwadrat objetosci
réwnolegtoscianu rozpigtego na wektorach vy, v, ,,,v, jest rowny wyznacznikowi Grama tych
wektorow, otrzymujemy wzor na objegto$¢ sympleksu rozpigtego na wektorach vy, v, ,,,Vy -

1
vr% = WG(V]J VZ ’an)'

Wykorzystamy wyliczone zalezno$ci do obliczenia objetosci sympleksu. Oczywiscie
objeto$¢ ta musi by¢ rozumiana w sensie n-wymiarowym, cho¢ na razie nie wiemy, co to
znaczy. Matematycznie rzecz biorac, musimy wprowadzi¢ aksjomaty rzadzace pojeciem
»objetosci” tak, by byly one zgodne ze zdrowym rozsadkiem, o ile w ogoéle o czym$ takim
mozna mowi¢ w odniesieniu do dowolnie wysokiego wymiaru. Wydaje si¢ ,,rozsadne”, ze
objeto$¢ n-wymiarowej kostki o krawedzi a powinna by¢ rowna a". | to przyjmiemy jako
aksjomat. Dalej, przyjmiemy, Zze objeto$¢ ,,graniastostupa” wymiaru n jest rowna iloczynowi
(n—1)-wymiarowej obj¢tosci podstawy i wysokosci tego graniastostupa. To jest zresztg aksjomat
ogo6lniejszy niz ten o objetosci kostki.

Nastepnie musimy pozna¢ wzoér na objetos¢ ostrostupa. Przyjmiemy, Ze objetos¢ n-
. , 1
wymiarowego ostroshupa jest rowna — ,,pola podstawy” razy wysokos$¢. Przez pole podstawy
n
rozumiemy oczywiscie objetos¢ w sensie (n—1)-wymiarowym. Mozemy sprawdzié, ze takie
okreslenie jest zgodne z tym, czego bysmy wymagali od pojecia objetosci. Kostke wymiaru n 0

krawedzi @ mozemy bowiem podzieli¢ na 2n takich samych (tj. przystajacych) ostrostupow n-
wymiarowych. Kazdy z tych ostrostupéw ma jako podstawe kostke¢ wymiaru n—1 1 $rodek w
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a
srodku kostki. Zatem jego wysokoscig jest E . Zatem objetoscia kazdego takiego ostrostupa

n
jest 1 n-1_a
n

a
E -a :2— . Sumg objetosci tych ostrostupow jest wigc @" , czyli objetosé kostki.
n

A oto wzor, do ktorego zmierzali$my:

Twierdzenie. Objetos¢ sympleksu wymiaru n o krawedzi a jest rowna

n
Vn:a n+l.
ni4/2"

Dowdd. Zaczniemy nasza indukcje od n = 2. Dwuwymiarowy sympleks to trojkat
rownoboczny. Dwumiarowg ,,0bjetoscia” jest pole. Pamigtamy, ze pole trojkata rdwnobocznego

a2\/§ a2\/2+1
4

. Ale V, z powyzszego wzoru to
21422

Pozostaje wykona¢ krok indukcyjny. Zaktadamy prawdziwos$¢ wzoru na objgtos¢ dla
sympleksu pewnego wymiaru n > 2. Rozwazmy sympleks wymiaru n + 1, o krawedzi dtugosci
a. Kazdy sympleks jest ostrostupem, w ktorego podstawie jest sympleks mniejszego wymiaru.
»Pole podstawy” to zatem V,, . Objetos¢ naszego sympleksu wymiaru n+1 jest zatem rowna

1 Y a n+2 a"Jn+l _ a"ln+2
——hnqVy = / . = .
n+1 " ny1\2(n+1) i/ 2" (n+1)! /2n+1

To jest wlasnie V.1 z powyzszego wzoru. Twierdzenie udowodnione.

wyraza si¢ wzorem S = , czyli wiasnie S.

Uwaga druga. Przy dowodzeniu wzoru na obj¢tos¢ sympleksu moglibySmy indukcje zaczynaé
od zera, a nawet od minus 1 (!). Trzeba tylko rozsadnie okresli¢ sympleks wymiaru 0 i wymiaru
minus 1. Z wymiarem 0 nie ma klopotow: figury wymiaru 0 to zbiory izolowanych punktow.
Zerowymiarowy sympleks to po prostu pojedynczy punkt. Ma on oczywiscie zerowa dtugosc,
ale nie ,zerowymiarowa objetos¢”. Co mozemy uwazaC za zerowymiarowg objeto$é?

OV
w20

zgadza si¢. Z wymiarem —1 to juz tylko sztuczki logiczne. W algebrze i topologii przyjmuje si¢
niekiedy, ze zbiér pusty ma wymiar —1. Jesli si¢ zgodzimy na to, a ponadto na to, ze sympleks
wymiaru —1 jest zbiorem pustym, to niezaleznie od tego, jaki sens nadamy symbolowi (-1)!,
otrzymamy V; = 0 . Gdybym ten fragment tekstu zamiescit w swojej pracy naukowej, dowod
indukcyjny wzoru na objetos¢ zaczalbym wlasnie od —1. Tak byloby wtasnie ,,elegancko”.

Odpowiedz narzuca si¢ sama: jest to liczba punktow danej figury. Zatem V=

| jeszcze trzecia uwaga. Gdy n jest duza liczba, to objetos¢ sympleksu o krawedzi a = 1 jest
Vn+1

dazy do zera, i to dos$¢ szybko. Juz dlan =6
niy2"

Kilkanascie lat temu sprzedawano u nas mleko w

bardzo mata: cigg o wyrazie ogélnym

3
40320-16 215040

pojemnikach czworosciennych. W przestrzeni dziewigciowymiarowej taki pojemniczek o
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krawedzi 10 cm zawieralby tylko 0,004 mililitra mleka! Ale wystarczyloby zwigkszy¢ wymiary
pojemnika niespetna 4 razy, by juz mdc sprzedawa¢ mleko na litry. Istotnie, jezeli za jednostke
miary przyjmiemy decymetr, to dziewigciowymiarowy litr miesci si¢ w kostce o krawedzi 1
albo w sympleksie o krawedzi /215040 ~ 3,912931...takich dziewieciowymiarowych
decymetrow.

Wyliczmy wspotrzedne wierzchotkéw sympleksu foremnego wymiaru n. Mamy tu kilka
mozliwych uj¢é. Zacznijmy od bardziej efektownego, cho¢ nie najprostszego. Potrzebne beda
pewne specjalne liczby naturalne, zwane liczbami trojkatnymi. Wyrazaja one liczby kot o tym
samym promieniu, ktore stykajac si¢ ze sobg, tworzg trojkat rownoboczny. Oznaczmy kolejne
liczby trojkatne symbolem T, . Jest jasne, ze T, = T, + n. Wynika stad ogolny wzor na postaé
n(n+1)

liczby trojkatnej: T, = 5

Sposrod wielu interesujacych tozsamoscei, jakie spetniaja liczby trojkatne, skorzystamy
Z nastepujacej:

Tn+l + \/f_ 1 2_1
(n+1)° no 2T,

Istotnie, rozwijajgc wyrazenie po lewej stronie, otrzymujemy kolejno

T, JI. 1 2_(n+1)(n+2) T, 1 1
(n+1)2+[n 2\/T_nj_ ’ ’

2(n+1)° n> n 4T
_(n+)(n+2) n+l 1 P n(n+2)+(n+)*-2(n+1)+1
2(n+1)° 2n  n  2n(n+1) 2n(n+1)

nn+D)+(n+1)*-2(n+)+(+1) n+(n+1)-2+1_ 2n_
2n(n+1) 2n 2n

1.

Twierdzenie. Nastgpujace punkty tworza sympleks foremny o krawedzi 1:

1\/TT0 11

(0,0,0...,0,0), (1,0,0,...,0,0

T

1 1 1 1 1
EH H L | ) - 1 )"'IO H i) ) LR | H
2T, 2JT, 2T, 2T, [Zﬁ 2T, 2yT, 7" 2T, n
Dowdd wynika wprost z podanej wyzej tozsamosci dotyczacej liczb trojkatnych.Wykorzystamy

ten fakt do innego obliczenia objgtosci sympleksu. Jest ona rowna - pierwiastka wyznacznika
n!

macierzy

~ 14 ~
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1 0 0 0 0
R S I
2T, 2

L L 4% 0 0
2T, 21, 3

1 1 1 T, 0
2T, 21, 21, 4

1 1 1 0
2T, 2T, 2T, '

1 1 1 1 T,
2T, 21, 2/, 2/T, n

Wyznacznik ten jest rowny

2 3 n n__

__2 3 =
nl n!
NI T, T . .
N1 2 = = 1 > g 2 3 n(n+1): n+l .Uwzgledniajac to, ze w
(n1) (ny? 2 2 2 2"

przestrzeni wymiaru n obj¢tos¢ n-wymiarowa zmienia si¢ proporcjonalnie do n-tej potegi
rozmiarow liniowych bryty, mamy zatem:

Twierdzenie. Objetos¢ sympleksu foremnego wymiaru n, o krawedzi a wyraza si¢ wzorem

AMn+1 |
V, = a .
nly/2"

Wykorzystujac to, ze znamy wspotrzedne wierzchotkow sympleksu wymiaru n,
wyliczymy katy miedzy hiper§cianami, to jest $cianami wymiaru n-1. Obliczymy najpierw
iloczyn wektorowy wektoréw bedacych wierszami 1, 2, 3, ..., n-1 powyzszej macierzy. Jego
n-1 pierwszych wspotrzednych to zera, a ostatnia wspotrzedna rowna si¢ wobec tego objetosci
réwnoleglo$cianu rozpigtego na tych wektorach, a zatem objetosci (n-1)-wymiarowej Sciany
sympleksu, pomnozonej przez (n-1)! Tym iloczynem wektorowym jest zatem

Obliczymy iloczyn wektorowy wierszy o numerach 2, 3, ..., n-1. ......

Za pomocg programu Mathematica wyliczamy, ze cosinus kata migdzy hiperscianami

. 1 . . . .
jest rowny —. Zatem w granicy kat ten jest prosty. Sympleks ,,si¢ prostuje”.
n

~15 ~



Wygodniejsze wzory otrzymamy, gdy uzyjemy analogii z wymiarem 3. Odpowiedni
przekrdj szescianu jest trojkatem rownobocznym. Mozemy zatem za wierzchotki naszego
sympleksu wymiaru n przyja¢ nastgpujace punkty przestrzeni wymiaru n+1

(1,0,0,...,0,0), (0,1,0,..,0,0), ..., (0,0,0,...,1,0), (0,0,0,...,0,1).

Latwo obliczy¢, ze kazdy z tych punktéw jest odlegly od kazdego innego o \/E . Musimy
pamigtac, ze jezeli chcemy odnie$¢ otrzymane wyniki do sympleksu o boku jednostkowym,

nalezy podzieli¢ je przez wilasnie V2 (jesli chodzi o dlugosci). Do celow obliczeniowych
wygodnie jest zaburzy¢ symetrie, przesuwajac wszystko o wektor [-1,0,0,...,0,0]. Innymi stowy,
za wierzchotki przyjmujemy punkty u(n):

(0,0,0....,0,0), (-1,1,0...,0,0), ..., (-1,0,0,...,1,0), (-1,0,0,...,0,1).
W programie Mathematica mozemy to osiggna¢ na przyktad tak.
u[n_] =

Flatten[Append[{{Table[0, {n +

1}]3}, Table[Prepend[IldentityMatrix[n][[j]], —1], {j, 1, n}]],1]

Przedtem jeszcze mozemy wezyta¢ funkcje, wyznaczajaca odlegto$¢ dwoch punktow.
Stosujemy do tego wzor Pitagorasa

2

n
p(x,y) = Z(Xi =Y
i=1
lub zalezno$¢, wynikajaca z tego, ze kwadrat dtugosci wektora to jego kwadrat skalarny. W
programie Mathematica mamy
odl[p_,q_] := (p-9).(p-9)
Rozwazymy inne zadanie.
Wyznaczy¢ dtugosé¢ krawedzi h-wymiarowego sympleksu o objetosci 1.
Zadanie jest nietrudne. Z réwnania
a" Jn+1

niy/2"

=1

wyznaczamy, drogg kolejnych przeksztatcen:

V2.0
200 +1

Wzor ten nie wyglada ciekawie. Ot, wzor jak wzor. Wezmy jednak komputer i program, ktory
pozwoli nam wyliczy¢ te rozmiary dla wielu n. Wystarczy nawet Excel.
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=
- A =212 (SILNIAAT AT A A 10 Z7AT1)

A | B | C
1 1
2 1 519671371
3 2 (133648903
4 2 553744142
5 3079395493
B 3 G00030765
7 4 12028463
8 4 540501383
3 5 160727055

10 5 5A0959156
1 £ 20119604
12 £,721436579
13 7 241679974
14 7 761925643
15 8,282173151
18 8,802422167
17 9322672437
18 9042923759
12 1036317697
20 10,39342895

Gdy zrobimy wykres ciggu widocznego tu w kolumnie B, zobaczymy .... lini¢ prostg. Jest
zadziwiajace, ze tak skomplikowany wzoér wyznacza z bardzo dobrym przyblizeniem lini¢
prosta!

400

Mozemy bada¢ geometrie sympleksu podobnie, jak kostki dowolnego wymiaru. Oto
kilka tatwych zadan.

Zadanie 1. Obliczy¢ promien kuli wpisanej w sympleks, promien kuli opisanej na sympleksie, a
takze promienie kul stycznych do $cian k-wymiarowych sympleksu.

Zadanie 2. Uog6lni¢ wzor wyrazajacy promien kuli wpisanej w trojkat w zaleznosci od pola i
obwodu trojkata na dowolny sympleks wymiaru n .

i

Twierdzenie. Kat migdzy krawedzig a k-wymiarowa $ciang jest rowny arccos ]
+

Dowod. Wystarczy obliczy¢ stosowne kosinusy katow. W szczegolnosci dla k =1 otrzymujemy

arccos ﬂ = arccos £ =—.
2 3

Zadanie 3. W naroza sympleksu wymiaru n wpisano jednakowe kule styczne do tych narozy i

styczne do siebie wzajemnie. Miedzy nie wpisano jeszcze jedng kule, styczng zewnetrznie do

nich. Obliczy¢ promienie tych kul. Zbadaé, czy promien tej dodanej kuli rosnie do

nieskonczonos$ci wraz ze wzrostem N, czy jest ograniczony, a moze zbiezny do pewnej granicy.

Rysunek ponizszy pokazuje sytuacje¢ dlan = 2.
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Rozwigzanie tego zadania bylo cze$cia mojego referatu na tradycyjnej Szkole Matematyki
Pogladowej w sierpniu 2009 r. Szkota miata temat ,,Wbrew intuicji” i poswigcona byta, zgodnie
z tytutem, takim zjawiskom matematycznym, gdzie intuicja ptata nam figle. Tak bywa bardzo
czesto, gdy badamy wilasnosci figur wysokich wymiarow. Nasza, ludzka wyobraznia, jest
bowiem ograniczona do n = 3.

Ale pojscie ,,na przekor intuicji” dotyczyto nie tylko samego zagadnienia, ale i uzytej metody.
Uzyjemy programu Mathematica. Oto szczeg6ty.

Do obliczenia promienia kul ,,duzych”, to jest wpisanych w naroza sympleksu
zastosujemy metode znang z kilku konstrukcji geometrycznych, na przyktad przy wpisywaniu
kwadratu w trojkat. Wpisujemy kwadrat w naroze trojkata i wykonujemy jednoktadno$¢ tak, by
trzy wierzchotki kwadratu $lizgaly sie¢ po dwdch bokach, a czwarty wierzchotek ,,opart si¢” o
przeciwlegly bok. Zaczniemy od kuli wpisanej w naroze, ktdrego wierzchotkiem jest pierwszy z
punktow u(n), czyli (0,0,0,...0,0). Jej srodek, oznaczymy go przez srodek, $lizga si¢ po
prostej taczacej ten wierzchotek ze srodkiem przeciwleglej $ciany. Jest to oczywiscie wysoko$¢
sympleksu. Przyjmujac t za parametr (powiedzmy, czas), mamy

srodek[n ] := t*Mean[Table[u[n][[k]], {k,2,n+1}]];

. tt t
czyli (—t, —,—,...,—j.
n n n

Mozemy wybra¢ dowolng $ciane. Obraz §rodka kuli, oznaczmy go przez srodekec, bedzie
lezat na prostej taczacej wierzchotek ze §rodkiem cigzkosci Sciany.

.....

srodekc [n_]:= t*Mean[Table[u[n][[]j]], {j,3,n+1}]];

Uzywamy stosownej opcji programu Mathematica: rzutowanie wektora na wektor:
rzut[n_] := Assuming[t>0,Projection[srodek[n], srodekc[n]]];
Wyznaczamy promien ,,duzej” kuli:

promienduze]j[n_] := odl[rzut[n], srodek[n]];

n+1

co daje wynik — t?. Jest to nie tyle promien kuli, co kwadrat jej promienia. Wygodniej jest
n

oblicza¢ kwadraty odleglo$ci — nie musimy wtedy wyciggac pierwiastkow.

Nastepnie powtorzymy operacj¢ ,,rozdmuchiwania” matej kulki z innego naroza. Wybierzmy
naroze o wierzchotku (-1,1,0,0,...,0). Sciang przeciwlegla jest

scianaprzec[n ] := Delete[u[n], 2];
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a zatem $rodek tej drugiej kuli znajduje si¢ na prostej o przedstawieniu parametrycznym
srodek2[n_] := u[n][[2]] + t*(Mean[scianaprzec[n]]-u[n][[2]])

i ma oczywiscie ten sam promien, co pierwsza kula (dla tego samego parametru t). Kluczowym
miejscem programu jest wyliczenie, dla jakiego parametru t odlegtos¢ srodkow tych dwoch kul
jest rowna podwojonemu promieniowi. Z dwoch rozwigzan wybieramy to, ktére daje
zewnetrzng styczno$¢ kul:

odlegloscsrodkow[n_] := odl[srodek[n], srodek2[n]];
parametr[n ] :=Solve[odlegloscsrodkow|[n]==4*promien[n],
tl1[[1,1,2]];

Po podstawieniu wyliczonej warto$ci t do wyrazenia na promien otrzymujemy ciag liczb
zaczynajacy si¢ od

GO3-1=W6-1),2(I0 - 1),= (V15 - 1), (V21 - 1), (V7 — 1,2} ..

—Tzin , gdzie T(n) jest n-ta liczba

trojkatng. Poniewaz T(n) zalezy kwadratowo od n, ciag C, ma granice 0 i dgzy tam z szybkoscig
odwrotnos$ci funkcji liniowej. Przypominam, ze wyliczyli$my promien kul wpisanych w naroza
sympleksu i stycznych do siebie wzajemnie. Wykres pokazuje zalezno$¢ promienia od
wymiaru.

W czym rozpoznajemy ciagg o wyrazie ogolnym c, =

1/2

Mozemy sprawdzi¢ wynik inng metoda. Spojrzmy najpierw na powyzszy rysunek trojkata i kot.

,Duze” kolo jest wpisane w trojkat o bokach 1, l ﬁ , jego promien jest zatem ilorazem pola

=1(V3-1).

trojkata przez potowe obwodu tego trojkata: r = G+ \/_)

I jeszcze powtorzmy obliczenie dla wymiaru 4. Skorzystamy ze wzoru na promien kuli wpisanej

w sympleks (niekoniecznie foremny): r = n

jak w przypadku n=2.

Kule, o ktorych mowa w zadaniu, sa wpisane w sympleks, ktéry powstaje jak nastepuje.
Wybieramy $rodek C  jednej z krawedzi (jednowymiarowych) sympleksu foremnego
A¢A1... A, Niech to bedzie krawedz Ay A; .Sympleksy S = CAy AyAz...4, oraz S° = CA;
ALA;... A, sa przystajace i dwie z kul, o ktérych mowa w zadaniu, sg wpisane w nie.

Przyjmijmy teraz n = 4. Obliczymy najpierw pole przekroju sympleksu AjA;A, AsA,
hiperptaszczyzng CA,AzA;. Przekrdj ten jest czworo$cianem trojwymiarowym o podstawie
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3
bedacej trojkatem rownobocznym (o boku 1) i trzech krawedziach bocznych dlugosci %
Wysokoscia jego jest odcinek diugosci E, stad wyliczamy tatwo jego trojwymiarowa

. . 5 . . : :
objetos¢. Wynosi ona ﬂ Zatem ,,czterowymiarowe pole” (=trojwymiarowa objetosc)

kazdego z czworoscianow S i S’ jest rowna potowie ,pola” wyjsciowego czworo$cianu
> +£ :ﬁ(\/ﬁ +1).

1242 24 24

4.V, V10 -1

Szukany promien kuli jest zatem rowny I = = , CO jest zgodne z

J5 18
2-5(\/@+1)

. 5
foremnego AjA1A; AsA, powigkszong o —4 Jest to rowne

wynikiem, otrzymanym powyzej.

Z podobienstwa trojkatow UOE i SS;U otrzymujemy zaleznos¢ UO = n OE, zatem UO =
n(JTin)-1) . : , .1 - .

—Ting Cigg o tym wyrazie ogdlnym ma granicg, zatem ,,w granicy” OU zabiera calg
wysokos¢, na promien matej kulki zostaje mato miejsca; jej promien dazy do zera z szybkoscia

odwrotnosci funkcji liniowe;.

7. Objetos¢ kuli wymiaru n.
Objeto$¢ n-wymiarowg mozemy obliczy¢é przez proste catkowanie objetosci (n-1)-
wymiarowej. W programie Mathematica mamy:

n=1; objetosc = {2r};
Do [n++;AppendTo[objetosc, Integrate[Last[objetosc]/.r-> Sqrt[l-
h*2], {h,-1,1}1*r"*n],{20}];

{j 5 4 Poxtt 8xtr 230 1623 2t 3220 2210 fani sl 0,12
2r,mr, . . . . . . . . . .
’ 3 2 15 0 6 105 24 945 120 ° 10395 © 720

12878713 77414 25677410 28,10 51248,17 59,18 1024 7% 719 710,20 2048 7102

135135 ~ 5040 ~ 2027025 40320 34459425 362880 654729075 3628800 13749310575

Mozemy to przedstawi¢ wykresem. Ciekawe, ze objetosé¢ kuli o jednostkowym promieniu jest
najwigksza w przestrzeni wymiaru 5.

L}
5 »

4 L]

3
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