Maciej Brynski
Kongruencje i ich dziwne zastosowania

Okreslenie: a = b(mod m) <= m|(a — b). To jest relacja réwnowaznosci w Z.
Kongruencje o tym samym module mozna dodawaé¢ stronami, odejmowac¢ stronami i
mnozy¢ stronami.

b
Jezeli d jest wsp6lnym dzielnikiem liczb a, b, m oraz a = b(mod m), to g = p (mod @)

Dni tygodnia
Zajmiemy sie odpowiedzia na pytanie, w jakim dniu tygodnia mialo miejsce pewne
wydarzenie.
Ponumerujmy dni tygodnia:
1 — poniedziatek

2 — wtorek

3 — éroda

4 — czwartek
5 — piatek

6 — sobota

0 = 7 — niedziela

Po uplywie n dni od danej daty wypada dzien tygodnia, ktérego numer przystaje do
d + n modulo 7.

Przyklad 1. O tym, co powiedzie¢ w tym wystapieniu, zaczatem mysle¢ w czwartek 17
wrzesnia br. Tego dnia przypadata 70-ta rocznica wkroczenia wojsk sowieckich do Polski.
W jakim dniu tygodnia miato miejsce to wydarzenie 7

Rok zwykly ma 365 dni, przy czym 365 = 350 + 14 + 1, wiec 365 = 1 (mod 7). Wynika
stad, ze po uplywie roku zwyklego wypada dzieh tygodnia o 1 (modulo 7) dalszy, niz przed
rokiem. Rok przestepny ma o jeden dzien wiecej, niz rok zwykty, wiec po uptywie roku
przestepnego numer dnia tygodnia wzrasta o 2 (modulo 7). Od tragicznej daty 17 wrze$nia
1939 do czwartku 17 wrzesnia 2009 r. mineto 70 lat, w tym 18 lat przestepnych (przed 10
laty byta 60 - ta rocznica, 60 : 4 = 15, wiec do 1999 mineto 15 lat przestepnych, a potem
jeszcze byly lata przestepne 2000, 2004, 2008). Zatem numer n interesujacego nas dnia
spelnia kongruencje

n=4-—"70—18(mod 7).

Stad n = —14 (mod 7). Ta tragiczna data wypadala w niedziele.

Przy sieganiu do dat znacznie wcze$niejszych trzeba uwzglednié¢ fakt, ze w roku 1582
obowiazujacy wczedniej kalendarz julianski zostal zastapiony przez papieza Grzegorza XIII
kalendarzem, ktory od jego imienia nosi nazwe gregorianskiego. W kalendarzu julianskim
kazdy rok o numerze podzielnym przez 4 byt przestepny i mial 366 dni, pozostale lata
byty zwykle i mialy po 365 dni. Kalendarz gregorianski wprowadzit nastepujace wyjatki
od tej zasady: rok o numerze podzielnym przez 100, ale nie przez 400 jest rokiem zwyklym.
Dotychczas sposrod lat o numerach podzielnych przez 4 latami zwyktymi byly nastepujace
trzy: 1700, 1800, 1900. Ponadto pominieto w kalendarzu 10 dat od 5 do 14 pazdziernika
1582 r.



Przyklad 2. W jakim dniu tygodnia odbyla sie bitwa pod Grunwaldem? Byto to 15
lipca 1410 r. Mozna sprawdzi¢ w kalendarzu, ze 15 lipca 2009 r. wypadl w Srode. W
przysztym roku dzien ten wypadnie wiec w czwartek i bedzie to okragta 600 - tna rocznica
bitwy. Gdyby nie poprawki gregorianskie, mogliby$my napisaé¢ kongruencje

n =4 —600— 150 (mod 7).

Po uwzglednieniu 10 usunietych dat i istnieniu trzech numeréw 1700, 1800, 1900 lat, ktore
nie sg przestepne, mamy jednak

n=4-600— 150 + 10 + 3 (mod 7),

tj. n = —733 (mod 7). Poniewaz —733 = —700 — 35 + 2, wiec n = 2 (mod 7), a zatem
bitwa pod Grunwaldem rozpoczeta sie we wtorek.

Przyktad 3. W kazdym roku 13-ty dzieh pewnego miesigca (co najmniej jednego)
wypada w piatek (dzien feralny). Oczywiscie to, w jakim dniu tygodnia wypadnie 13-ty
dzien miesiaca zalezy od tego, w jakim dniu byt poczatek tego miesiaca. Wystarczy wiec
stwierdzi¢, ze numery dni tygodnia pierwszych dni kolejnych miesiecy wyczerpujg wszystkie
liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze 1 stycznia wypadt w poniedziatek.
Jedli rozwazamy rok zwyktly, to

14+ 31 =4 (mod 7), wiec 1 lutego jest w czwartek,

4 + 28 = 4 (mod 7), wiec 1 marca jest w czwartek,

4 + 31 =7 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest w niedziele,

( ),
7+ 30 = 2 (mod 7), wiec 1 maja jest we wtorek,
2 4+ 31 =5 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w piatek,
54 30 = 7 (mod 7), wiec 1 lipca jest w niedziele,
7 4+ 31 = 3 (mod 7), wiec 1 sierpnia jest w Srode,
3+ 31 =6 (mod 7), wiec 1 wrzesnia jest w sobote,

6 + 30 = 1 (mod 7), wiec 1 pazdziernika jest w poniedziatek

i w ten sposéb poszczegdlne miesiace zaczynaja sie od kazdego z dni tygodnia.

Jesli natomiast rok jest przestepny, to przyjmujac, ze 1 stycznia jest w poniedziatek,
mamy podobnie

1+ 31 =4 (mod 7), wiec 1 lutego jest w czwartek,

4 + 29 =5 (mod 7), wiec 1 marca jest w piatek,

54 31 =1 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest w poniedzialek,
1 + 30 = 3 (mod 7), wiec 1 maja jest w $rode,

3+ 31 =6 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w sobote,

6 + 30 =1 (mod 7), wiec 1 lipca jest w poniedziatek,
1+ 31 =4 (mod 7), wiec 1 sierpnia jest w czwartek,

4 + 31 =7 (mod 7), wiec 1 wrzeénia jest w niedziele,

7 4+ 30 = 2 (mod 7), wiec 1 pazdziernika jest we wtorek
i znow otrzymalismy wszystkie dni tygodnia.

Cechy podzielnosci
Twierdzenie. Jesli f(z) = a,x™ + ap_12" 1 4+ ... a1z + ag jest wielomianem o wspél-

czynnikach catkowitych oraz a = b(mod m), to f(a) = f(b)(mod m).
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Dowéd wynika wprost z wlasnosci kongruencji.
Kazda liczbe catkowita mozemy zapisa¢ w dziesietnym sysytemie pozycyjnym w postaci

co+ep 108 +¢9-102+ ...+ ¢, - 10™.

Cecha podzielnos$ci przez 9 Liczba jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy
suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Dowéd. 10 = 1(mod 9), wiec f(10) = f(1)(mod 9).

Kazda z kongruencji

1 =1 (mod9), 10 = 1 (mod 9), 10> = 1 (mod 9), ..., 10 = 1 (mod 9) mnozymy
odpowiednio przez cg, c1, Ca, ..., ¢, 1 dodajemy stronami. Dostajemy stad przystawanie
danej liczby do sumy jej cyfr modulo 9. Stad reszta z dzielenia tej liczby przez 9 jest rowna
reszcie z dzielenia sumy cyfr przez 9.

Cecha podzielnosci przez 11 Liczba jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy
naprzemienna suma jej cyfr jest podzielna przez 11.

Dowdd. 10 = —1(mod 11), wigc f(10) = f(—1)(mod 11).

Kazda z kongruencji

1 =1 (mod 11), 10 = —1 (mod 11), 10> = 1 (mod 11), ..., 10" = (=1)" (mod
11) mnozymy odpowiednio przez cgy, c1, ca, ..., ¢, i dodajemy stronami. Dostajemy stad
przystawanie danej liczby do naprzemiennej sumy jej cyfr modulo 11. Zatem reszta z
dzielenia tej liczby przez 11 jest réwna reszcie z dzielenia naprzemiennej sumy cyfr przez
11.

Cecha podzielnoéci przez 7. Liczba ¢y + ¢1 - 10! + ... jest podzielna przez 7 wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba co +3-¢c1 +2-¢ca —c3 —3-¢4 —2-¢5 + ... (dalej cyklicznie) jest
podzielna przez 7.

Dowéd. Postepujac analogicznie z kongruencjami 1 = 1 (mod 7), 10 = 3(mod 7),
102 = 2(mod 7), 10®> = —1(mod 7), 10* = —3(mod 7), 10° = —2(mod 7), 10° = 1(mod 7)
dostajemy

Co—|—01~101—|—02'102+03'103+C4'104+C5'105+06'106 ECO—|—3~01+2'02—03—
3-c4— 25+ cg(mod 7) i dalej cyklicznie.



