Krzysztof Ciesielskit

O izometriach i liczbach chromatycznych

Istniejg problemy, ktorych sformutowanie jest bardzo elementarne, zrozumiate bez tru-
du dla przecigtnego ucznia, ale rozwigzanie wcale nie jest natychmiastowe... Takie proble-
my majg w sobie duzo uroku, zwlaszcza w sytuacji, gdy zmagajacy sie z nimi wielbiciele
matematyki nie znajg rozwigzania — ba, wiecej: nie wiedza, czy ktos ten problem juz kie-
dy$ rozwiazal! Przyktadem takiego problemu jest zadanie, ongi$ znane w pewnych kregach
jako Problem izometrii.

Problem izometrii. Zal6zmy, ze funkcja z plaszczyzny w plaszczyzne zachowuje
odlegtosé 1, to znaczy — jesli dwa punkty sa odlegte o 1, to ich obrazy tez. Czy stad
wynika, ze ta funkcja zachowuje wszystkie odleglosci, czyli ze jest izometria?

Zapiszmy rzecz formalnie; bedziemy przez d(A, B) oznaczac¢ odlegtoé¢ euklidesows
(standardowo czesto zapisywana jako |AB|). Chcemy zbadaé, czy prawdziwe jest twier-
dzenie:

Jesli f: R? — R? spetnia wlasnoéé:
d(A,B) =1 = d((f(A),f(B)) =1
to f jest izometrig.

Pytanie to padlo jesienia 1979 na jednym ze spotkan Kota Matematykow Studen-
tow UJ. Studenci zajmowali sie tam miedzy innymi stawianiem i rozwiazywaniem cieka-
wych probleméw; to zadanie, ktére przekazat student IV roku (nie wymyslit go, a gdzies
ustyszal) od razu wzbudzilo ogromne zainteresowanie. Obok niestychanie elementarnego
(zwlaszeza w poréwnaniu z innymi problemami) sformutowania, waznym czynnikiem by-
to, ze nikt nie potrafit go rozwiazac¢ — a prébowato wielu, w tym bardzo dobrych studentow
i takich z licznymi sukcesami olimpijskimi na koncie; dzi$ liczni sposrod zmagajacych sie
ongis$ bez powodzenia z problemem izometrii sa profesorami i doktorami nauk matema-
tycznych...

Nieraz dobrg metodg walki z zadaniem jest proba rozwigzania zagadnienia prostszego.
Zdarza sig, ze rozstrzygniecie tego tatwiejszego problemu pomoze przy walce z oryginal-
nym, moze jakas idea znajdzie zastosowanie...

Tu zmiana na zadanie prostsze jest naturalna. Zamiast ptaszczyzny rozwazmy prosta.
Czy wowcezas zachowywanie odleglosci 1 powoduje, ze badane odwzorowanie jest izome-
tria? Dos¢ szybko mozna stwierdzi¢, ze nie. Wezmy mianowicie funkcje f, ktora kazdej
liczbie catkowitej n przypisuje n + 1, natomiast dla liczby niecatkowitej mamy f(z) = x.
Oczywiscie punkty odlegte o 1 przeksztalcane sa na punkty odlegte o 1 (bo albo oba sa
catkowite, albo oba niecatkowite), izometria natomiast taka funkcja oczywiscie nie jest.

Problem opieral sie przez rok. W pazdzierniku 1980 przyszedl na studia nowy rocznik
— mtodzi zapalency od razu ,rzucili si¢” na nierozwiazane zadania... Po kilku dniach



problem izometrii przestat by¢ zagadka. Rozwiazatl go Stawomir Kotodziej, dzi§ profesor
Uniwersytetu Jagiellonskiego, autor wielu waznych wynikéw przede wszystkim w analizie
zespolonej.

Oto schemat idei dowodu przedstawionego przez Kotodzieja.

Na wstepie dwie obserwacje, ktorych dokonali takze wczesniej inni zmagajacy sie z
problemem. Po pierwsze, obrazami wierzchotkéw trojkata réwnobocznego o boku 1 przez
funkcje f sa wierzcholki trojkata rownobocznego o boku 1. Po drugie, jesli d(A, B) < n,
to d((f(4), f(B)) <n+1.

Druga obserwacja wymaga krétkiego uzasadniania. Narysujmy odcinek AB i przyjmij-
my ze n — 1 < d(A, B) < n. Mozemy wéwczas odpowiednio skonstruowaé¢ n + 2 punkty
odlegte o 1 (pierwszym z nich jest A, ostatnim B).

L A
Ae & :1:1_..3

Ze wzgledu na to, ze odlegto$¢ 1 miedzy ,weztami” zostaje zachowana, punkty f(A) i
f(B) nie moga by¢ odlegte o wiecej niz n + 1.

Teraz przejdzmy do zasadniczych punktéw dowodu. Jesli punkt A i B sa odlegle o v/3,
to ich obrazy moga albo tez byé odlegte o v/3, albo sie pokrywaé. Wykazemy, ze ta druga
mozliwos¢ nie moze zajsc.

Niech punkty O oraz C beda odlegle o v/3; mozemy wéwezas znalezé punkty A i B tak,
by zaréwno trojkat OAB jak i CAB byty trojkatami rownobocznymi o boku 1. Obraz
f(C) punktu C bedzie albo okrywat sie z obrazem f(O) punktu O, albo bedzie lezal na
okregu o $rodku f(O) i promieniu v/3. To samo jednak dotyczy punktu D lezacego na
okregu o $rodku O i promieniu /3, odlegtego od C' o 1. Gdyby choé¢ jeden z obrazéw
f(C) 1 f(D) byt identyczny z punktem f(O), to odlegtosé tych obrazéw wynositaby albo
0, albo v/3 — co jest niemozliwe, bo d(C, D) = 1.
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Ta obserwacja jest kluczowa dla dowodu. Teraz szybko mozna zauwazy¢, ze ,nieskon-
czona wysypka” utworzona przez wierzchotki trojkatow réwnobocznych o boku 1 przejdzie




na analogiczna ,nieskonczong wysypke”. W szczegélnosci, punkty odlegte o liczbe natu-
ralng, lezace na jednej prostej, po przeksztatceniu lezg tez na jednej prostej i w tej samej
odlegtosci.

Teraz pokazemy, ze okrag o promieniu 1 przeksztatcany jest izometrycznie na taki sam
okrag. Istotnie, przypusémy, ze jest inaczej; niech O oznacza $rodek takiego okregu, a A
i B dwa punkty, ktorych odleglosé sie po przeksztalceniu zmieni. Mozemy przyjaé, ze si¢
zwiekszy. Dlaczego? Rozwazmy sze$ciokat foremny wpisany w badany okrag, wyznaczony
przez A; mozemy przyjac, ze B jest punktem na tuku miedzy A a sasiednim wierzchotkiem.
Gdyby odlegto$¢ miedzy A i B sie zmniejszyla, to zamiast A rozwazamy ten sgsiedni
wierzchotek szesciokata.

Zakladamy zatem, ze odlegtosé miedzy f(A) i f(B) jest wieksza niz miedzy A i B.
Zbadajmy proste OA oraz OB. Nawet jesli odlegtosé¢ miedzy f(A) i f(B) zwiekszy sie
minimalnie, to ze wzgledu na to, ze punkty na prostej przechodzg w punkty na obrazie
prostej, odlegtos¢ obrazéw punktéw odpowiednio dalekich, oddalonych od O, zwiekszy sie
po przeksztalceniu o co najmniej 2. No, a to jest niemozliwe.

Teraz, biorac okregi o sSrodkach na okregu jednostkowym przeksztatconym izometrycz-
nie, szybko zauwazamy, ze cale koto jednostkowe jest przeksztatcane izometrycznie, a stad
juz blyskawicznie wynika teza.

Wkrétce po rozwigzaniu tego problemu przez Kotodzieja, inny dowdéd podat student
tego samego roku, Apoloniusz Tyszka. Jego rozumowanie dowodzito prawdziwosci twier-
dzenia dla R", gdzie n > 1. Innymi stowy, dla n > 1, funkcja f : R® — R" taka, ze z
warunku d(A, B) = 1 wynika d((f(A), f(B)) = 1 musi by¢ izometria. Przez d oznaczamy
odlegtos¢ euklidesowa w przestrzeni o wyzszym wymiarze.

Pare lat pdzniej (czasy byly ,przedinternetowe”, dostep do baz danych naukowych
byl znacznie a to znacznie trudniejszy niz teraz) odkrytem przypadkowo w prestizowym
pismie matematycznym Proceedings of the American Mathematical Society z roku 1953
prace On isometries of Euclidean spaces. Autorami byli F. S. Beckman i D. A. Quarles, Jr.
Udowodnili oni w tej pracy wtasnie owo twierdzenie dla R™. Nie byliSmy wiec w Krakowie
pierwsi...



Jak sie potem okazato, rozmaite wariacje tego problemu miaty liczne rzecze zwolenni-
kéw. Na ten i pokrewne tematy ukazato sie wiele prac, badane byty rozmaite przestrzenie.
Méwimy, ze funkcja f spelnia (DOPP) (od angielskiego: Distance One Preserving Pro-
perty, jesli dwa punkty odlegte o 1 przeksztatlcane sa na punkty odleglte o 1. Odlegtosé
wcale nie musi by¢ euklidesowa, funkcja moze przeksztatcaé¢ zbioér w inny zbior...

Dla innych klasycznych metryk w R”, a w szczegdlnoéci w R?, zadanie okazuje sie raczej
elementarne. Problem ma rézne wariacje, napisano o nim sporo, ale najwiekszy urok ma
w przypadku euklidesowym.

W roku 1989 najprostszy znany mi dowdd twierdzenia w przypadku R™ opublikowat
w kwartalniku The Mathematical Intelligencer Ulrich Everling.

Jak stwierdziliSmy, mozna rozwaza¢ przypadek, w ktérym przeciwdziedzina funkcji f
jest inna niz dziedzina. Mozna zatem zastanowi¢ sie nad nastepujacym problemem:

Czy f: R? — R? speliajaca (DOPP) jest izometrig na swoj obraz?

Gdyby odpowiedZ byta twierdzaca, to oczywiscie obrazem plaszczyzny bytaby plasz-
czyzna zawarta w przestrzeni tréjwymiarowej. Jednak zarowno dowdd Kotodzieja, jak i
inne wymienione wyzej, istotnie wykorzystywalty fakt, ze wymiar przeciwdziedziny jest
taki sam jak wymiar dziedziny. Mamy zatem kolejne tadne zadanie...

Sprobujmy rozwigzaé zadanie pozornie trudniejsze ale — jak sie okaze — prostsze. Niech
funkcja f prowadzi nie w R?, ale w... R®. Okazuje sie, ze z tym problemem mozna sobie
poradzi¢.

Otéz f : R? — R® moze spetnia¢ (DOPP) i nie by¢ izometria na swéj obraz! Bu to
wykazac, podzielmy ptaszczyzne na kwadraty o przekatnej rownej 1 i pokolorujmy je tak,
jak na ponizszym obrazku, uzywajac dziewieciu koloréw.

Do kazdego kwadratu zaliczamy jego dolny bok, lewy bok oraz lewy dolny rog. W
zadnym kwadracie nie leza dwa punkty odleglte o 1 pokolorowane na ten sam kolor —
mogtoby sie to zdarzy¢ jedynie w przypadku koncow przekatnej, ale dwa rézne korice sg
pokolorowane inaczej. Z kolei, punkty z réznych kwadratéw pokolorowane na ten sam
kolor sa odlegte o liczbe wigkszg niz 1.

Stad juz krok do rozwigzania. Rozwazmy sympleks jednostkowy R®. Sympleks — to
uogdlnienie trojkata rownobocznego na plaszczyznie, czworoscianu foremnego w przestrze-
ni trojwymiarowej... Konce takiego sympleksu sa zawsze odlegte o 1. Na ptaszczyznie jest
tych koncow 3, w przestrzeni trojwymiarowej — 4, w R® — 9.



Jesli pokolorujemy wierzchotki sympleksu w R® dziewiecioma kolorami i kazdemu punk-
towi plaszczyzny przyporzadkujemy wierzchotek pomalowany tym samym kolorem co on,
to nasza funkcja spetnia (DOPP). Istotnie, obrazy dwoch punktéw pomalowanych rézny-
mi kolorami sa odlegte o 1, a punkty na ptaszczyznie odlegte o 1 sa réznych koloréw...
Funkcja taka jest moze malo ciekawa, zbiér wartosci jest dziewiecioelementowy, ale jest
bardzo dobrym przyktadem.

Mozna obnizyé¢ wymiar w przeciwdziedzinie. Funkcja f : R? — R® moze spelniaé
(DOPP) i nie by¢ izometria na swdj obraz. Wystarczy podzieli¢ odpowiednio plaszczyzne
na szeéciokaty foremne o najwiekszej przekatnej réwnej 1 i pomalowaé ptaszczyzne tym
razem na 7 koloréow (rysunek). Do szesciokata zaliczamy dwa jego boki i wierzchotek
miedzy nimi.

Mozna tez pomalowaé plaszczyzne inaczej, uzywajac kwadratéow (rysunek).

No dobrze, a co z oryginalnym zadaniem? Okazuje sie, ze dla funkcji prowadzacej
zaréwno w R?, jak i w R* i w R5... jest to do tej pory otwarty problem!

W tej chwili mozemy postawi¢ definicje.



Definicja. Liczba nieizometryczna plaszezyzny N(R?) jest to to najmniejsza liczba
naturalna n takie, ze istnieje funkcja f : R? — R™ spekniajaca (DOPP) i nie bedaca
izometria.

7 powyzszych uwag wynika, ze speliona jest nieréwnosé
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i tyle na razie na ten temat wiadomo...

Analogicznie mozna definiowa¢ liczbe nieizometryczna przestrzeni euklidesowej n—wy-
miarowej N(R™). Za pomoca analogicznego jak wyzej rozumowania mozna stwierdzié, ze
taka definicja jest sensowna, i znajdowa¢ odpowiednie oszacowania od gory.

Zostawmy na chwile izometrie na boku i przejdZzmy do pozornie innych problemow.
Zacznijmy od standardowego zadania:

Kazdy z punktow plaszczyzny pomalowano jednym z dwoch kolorow: czerwonym lub
zielonym. Wykazaé, ze istnieja 2 punkty pomalowane na ten sam kolor, odlegte o 1.

Zadanie nie jest trudne; wystarczy rozwazy¢ wierzchotki trojkata réwnobocznego o
boku 1. No to wobec tego zadanie kolejne:

Czy mozna pomalowaé¢ wszystkie punkty plaszczyzny uzywajac 9 koloréw tak, by do-
wolne 2 punkty pomalowane na ten sam kolor nie byty odlegte o 17 A uzywajac 7 kolorow?
A uzywajac 3 kolorow?

Wyglada znajomo... Tak jest, przeciez takie zadanie juz rozwigzaliémy! Mozna to zrobic¢
uzywajac zaréwno 9 koloréw jak i 7 kolorow. Odpowiednie konstrukcje przedstawione sg
na rysunkach powyzej. Natomiast jesli chodzi o 3 kolory — nie mozna. Oto przyktad,
zwany w literaturze ,wrzecionem Moserow”. Przyktad ten, jak sama nazwa wskazuje,
jako pierwszy podat Edward Nelson.

Wszystkie odcinki na rysunku maja dtugosé 1. Widaé, ze 3 kolory nie wystarcza. Gdyby
mozna byto uzy¢ jedynie trzech koloréow, punkt B musiatby mie¢ ten sam kolor, co punkt
A, podobnie punkt C'. Jednakze punkty B i C' sg odlegle o 1.

To tez wyglada znajomo... Istotnie, podobna (a praktycznie taka sama) konstrukcja
zostata przeprowadzona przy dowodzie twierdzenia o izometrii w przypadku ptaszczyzny.



Jak sie okazuje, zagadnienie zwiazane jest z problemem niezwykle popularnym wsrod
sporej grupy matematykéw. Chodzi o to, ile wynosi najmniejsza liczba n taka, ze wszystkie
punkty R? mozina pomalowaé uzywajgc n koloréw tak, by dowolne 2 punkty pomalowane
na ten sam kolor nie byly odlegte o 1.

Te liczbe nazywa si¢ w literaturze liczba chromatyczna plaszczyzny i oznacza najcze-
Sciej przez x(R?). Wielu znakomitych matematykéw w réznych artykutach czy ksigzkach
stawiato pytanie, ile ta liczba wynosi. Byly wsrdd nich takie stawy, jak Paul Erdos i Mar-
tin Gardner. Jak pokazuja badania, pierwszym, ktéry o to zapytal (a przynajmniej nic o
nikim wczesniej nie wiadomo) byt w roku 1950 Edward Nelson, student Uniwersytetu w
Chicago, obecnie profesor matematyki na uniwersytecie w Princeton. On tez wykazal, ze
x(R?) > 4. Ograniczenie gérne y(R?) < 7 podat w tym samym roku John Isbell, z ktérym
Nelson o tym problemie dyskutowat.

Ciekawostka: kazdy z mozliwych wariantéw: 4, 5, 6, 7 ma swoich zwolennikéw wsrod
0s6b zajmujacych sie tym zagadnieniem. Istnieje jednakze jeszcze inna mozliwosé. Moze
sie okaza¢, i wcale nie jest to nierealne, ze problem ten jest nierozstrzygalny.

Warto pokazaé¢ jeszcze inny dowdd oszacowania y(R?) > 4. Pokazuje to przyklad na
ponizszym rysunku, podany w latach szes¢dziesiatych przez Solomona Golomba.

D

A
lr
E

A

F

I tu wszystkie odcinki miedzy punktami zaznaczonymi kropkami maja dtugosé 1. Gdy-
by wystarczaty 3 kolory, punkty D, E' i F musiatyby by¢ pomalowane na ten sam kolor —
jako, ze sg przeciwlegtymi wierzchotkami rombéw zbudowanych z dwoch trojkatow row-
nobocznych. Oznacza to, ze kolor ten nie moze by¢ uzyty przy malowaniu zadnego z
wierzchotkéw trojkata ABC. Trzeba zatem uzyé co najmniej czterech kolorow.

Wida¢ wyrazny zwiazek miedzy liczba nieizometryczna a liczbg chromatyczna. Z przed-
stawionej wyzej konstrukcji mozna wywnioskowaé, ze zachodzi nierownos¢

N(R?) < x(R?) -1
bo jesli mozemy w odpowiedni sposéb pokolorowaé punkty ptaszczyzny, to takie pokolo-
rowanie wyznacza funkcje spelniajaca wtasnosé (DOPP) ale nie bedaca izometria. Jednak
fakt istnienia takiej funkcji wcale nie musi generowaé zgdanego pokolorowania...



Oznacza to, ze nic nie mozemy powiedzie¢ o ewentualnej nieréwnoséci w druga stro-
ne. Przedstawiona konstrukcja szacujaca liczbe chromatyczng plaszezyzny daje od razu
odpowiedZ na pytanie o podobne oszacowanie dla izometrii. W odwrotnym kierunku”
takiego zwigzku nie widac.

Wida¢, ze oba problemy, sa ze sobg zwigzane — oba tez maja liczne rzesze entuzjastow.
Co ciekawe, te grupy osob sa niezalezne — zdarzyto mi si¢ spotkaé¢ niejednego wielbiciela
problemu izometrii, ktéory w ogole nie styszal o liczbach chromatycznych i vice versa,
niejedna osoba zajmujaca sie (nawet intensywnie) liczbami chromatycznymi nie wiedziata
nic o wlasnosci (DOPP) i problemach izometrii.

Warto doda¢ kilka dalszych uwag o liczbach chromatycznych. Oczywiscie, mozna te
liczby definiowa¢ znacznie ogdlniej:

Liczba chromatyczna zbioru A jest to najmniejsza liczba n taka, ze wszystkie punkty
A mozna pomalowaé¢ uzywajac n kolorow tak, by dowolne 2 punkty pomalowane na ten
sam kolor nie byty odlegle o 1

a odlegtos¢ wcale nie musi by¢ euklidesowa.

Naturalne pytanie o liczby chromatyczne przestrzeni euklidesowych n—wymiarowych
od lat pozostaje bez odpowiedzi — to i owo jednak wiadomo...

Na przyktad, w przypadku przestrzeni trojwymiarowej mamy oszacowanie

5 < x(R?) <18
przy czym ta ostatnia nieréwnos¢ jest stosunkowo mtoda, wykazana zostata w 2002 ro-
ku, dokonal tego David Coulson z Australii. Poprzednio znane gérne oszacowanie (tez
osiagniete przez Coulsona) wynosito 21. Oszacowanie dolne podatl Dmitrij Rajski w 1970
roku.

Moze wskazane bedzie wymienienie tu jeszcze kilku wlasnosci. Dla R* znane jest osza-
cowanie Y(R?) > 6. Wiadomo tez, ze istnieja funkcje f i g takie, ze f(n) — 0 przy
n — 400 oraz g(n) — 0 przy n — 400 i

(1,24 F(n))" < (") < (3+ g(n))",

Liczby chromatyczne dla innych zbioréw sa nie tylko zdefiniowane, ale i badane — w
szczegOlnosci dla Q™. Wiadomo mianowicie, ze x(Q?) = 2. Co moze zaskakujace, x(Q?)
wynosi tez 2, ale x(Q?) = 4. Natomiast dla n > 5 liczba x(Q") jeszcze niedawno nie byta
znana i nic mi nie wiadomo o tym, by ktos ostatnio ten problem rozstrzygnat.

Mozna rozwazac¢ — i jest to robione — zagadnienia zwigzane z liczbami chromatycznymi
przy dodatkowych restrykcjach. Dlaczego bowiem nie zazadaé¢ od zbioréw pomalowanych
na ten sam kolor spetniania pewnych warunkéw? Na przyktad, by rozwazane zbiory do-
mkniete (dopuszczamy wtedy pomalowanie pewnych punktéw wiecej niz jednym kolorem).
Przy tym zatozeniu, owa najmniejsza liczbe koloréw oznaczamy przez xp(R™). Mozemy
zazadac, by jednokolorowe zbiory byly mierzalne w sensie Lebesgue’a (x/(R™)). Daje to
caly skarbiec probleméw, z ktorych bardzo wiele czeka na rozstrzygniecie. Wiadomo na
przyklad, ze xp(R?) > 6 oraz x»(R?) > 5. Mozna stad wysnu¢ wniosek, ze jesli x (R?) = 4,
to przyktad odpowiedniego kolorowania (o ile w ogéle uda sie go podaé) bedzie nad wyraz
osobliwy...



Na zakonczenie, wré¢my jeszcze na chwile do izometrii. Tym razem na troszke bardziej
zaawansowanym szczeblu.

Przestrzeni metrycznych (czyli takich ,z wprowadzona w nich odlegloscia”) jest wiele.
Sa wsrod nich znacznie ,wieksze” od R™. Zwroémy uwage na jedna sposréd ,nieskonczenie
wymiarowych”, bardzo wazna dla matematyki w ogole, i dobrze znana ,zawodowcom”
— standardowo oznaczang przez 2. Jest to zbiér wszystkich ciggéw nieskonczonych o
wyrazach rzeczywistych takich, ze szereg kwadratéw takiego ciagu jest zbiezny. Formalnie:
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Dlaczego wtasdnie taka przestrzen bedzie dla nas interesujaca? Otoz ,odlegto$é” w niej
definiuje sie nastepujaco: jedli (z,), (y,) sa ciagami z £2, to

d((zn), (yn)) = n2—21 |0 — ynl®

Mozna powiedzie¢, ze w pewnym sensie jest to uogélnienie ,klasycznej” odlegtosci eu-
klidesowej na nieskonczony wymiar. Bo przeciez w odlegtosci euklidesowej bierzemy po
prostu ciggi skonczone i tak samo definiujemy dystans miedzy nimi, tyle ze konczymy w
odpowiednim miejscu (w przypadku prostej na miejscu pierwszym, w przypadku plasz-
czyzny — na drugim).

Jak wyglada sprawa problemu izometrii w przypadku 2?7 Otoz okazuje sie, ze tu sy-
tuacja wyglada inaczej niz dla przestrzeni o skonczonym wymiarze. Spelnianie wtasnosci
(DOPP) nie gwarantuje tego, ze funkcja bedzie izometria!

Co ciekawe, konstrukcja odpowiedniego przyktadu jest podobna do tej, ktora zostata
przeprowadzona w przypadku przeksztatcen w wyzszy wymiar. Nalezy po prostu znalezé
wystarczajaco duzy zbiér punktéw takich, ze dla kazdej pary w tym zbiorze odlegtosé
miedzy dwoma elementami wynosi 1 i do tego zbioru ,wysta¢” w odpowiedni sposob cata
dziedzine. Przestrzen nieskonczenie wymiarowa okazuje sie by¢ wystarczajaco duza, by to

zrobi¢ w niej samej i nie wchodzi¢ w wyzsze wymiary.

Najpierw zbiér. Rozwazmy wszystkie ciagi takie, ze na i—tym miejscu stoi g,
pozostaltych zera:

(0,0...,%2,0,0,...).

Sa to elementy ¢2. Co wiecej, jesli wezmiemy dwa rézne takie ciagi, to odlegtoéé miedzy
nimi to % + % = 1. Ciagow tych jest tyle, ile liczb naturalnych, czyli przeliczalnie wiele.

Teraz wykorzystamy pewng podstawowg wlasno$é przestrzeni ¢2: jest to przestrzen
osrodkowa, istnieje w niej przeliczalny podzbior gesty. Nie wchodzac w szczegoty, wynika
stad w szczegdlnodci, ze istnieje przeliczalny zbiér A C 2 taki, ze jesli w punktach zbioru
A ,zaczepimy” kule o srodkach w tych punktach i promieniach %, to w sumie kule te
pokryja caly przestrzen 2. Jesli Czytelnik nie zetknat sie z ta wlasnoscig, powinien po
prostu w tym momencie w nia uwierzy¢ — jest to jednak fakt klasyczny i wcale nie taki
trudny.

Teraz mozemy zakonczy¢ konstrukcje. Kazdemu punktowi z 2 przyporzadkowujemy

srodek kuli do ktérej nalezy (jesli nalezy do wielu, to jeden z nich), a potem ustalamy

a na



wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy tymi $rodkami (czyli zbiorem A) a roz-
wazanymi przed chwila ciagami (0,0. .., ?, 0,0,...). Jedli dwa punkty byly odleglte o 1,
to sg im przyporzadkowane ciagi rézne, a wiec odlegte o 1. Skonstruowana funkcja nie jest
izometrig. Pogladowo, przedstawiona operacje mozna utozsamic z kolorowaniem punktéw

przestrzeni /> w odpowiedni sposéb za pomoca nieskonczenie wielu koloréw...

I tak, startujac od zadania sformulowanego niezwykle elementarnie, jezykiem zrozu-
miatym dla uczniéw, doszliémy — moze nawet troche niepostrzezenie — do serii otwartych
problemoéw i do poje¢ zaawansowanej matematyki wyzszej. Niejeden uzna, ze fakt, ze takie
rzeczy sg mozliwe, ma sporo wspolnego z pieknem matematyki...
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