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1. Metoda niezmiennikow.

"Niezmiennikiem nazywamy pewng wtasnosé, ktora nie ulega zmianie
podczas wykonywania procesu.” Definicja ta, pomimo ze bardzo ogdlna, jest
mato zrozumiata dla kogo$, kto styka sie z metoda niezmiennikéw po raz
pierwszy. Tymczasem pojecie jest bardzo intuicyjne, ale nalezy poprzedzic je
najpierw przyktadem.

Zadanie 1. Na tablicy zapisano dziesi¢¢ znakoéw "+" i pietnascie znakow
""" W jednym ruchu scieramy dwa dowlone znaki i zapisujemy na tablicy
"+ gdy znaki byly takie same, oraz "-", jesli byly rozne. Po 24 ruchach
zostaje jeden znak, jaki?

Rozwigzanie I. Zamiast "+" napiszmy 1, zamiast "-" napiszmy -1.
Woéwczas jeden ruch polega na tym, ze w miejsce dwoch startych liczb wpisu-
jemy ich iloczyn. Wobec tego iloczyn wszystkich liczb zapisanych na tablicy
nie zmienia si¢. Poniewaz na poczatku iloczyn wszystkich liczb jest réwny -1,
wiec po 24 ruchach na tablicy zostanie -1, czyli znak "-".

Rozwigzanie II. Podstawmy za "+" liczbe 0, a za "-" liczbe 1. Gdy
Scieramy dwa znaki, wpisujemy ich sume. Zauwazmy, ze podana operacja nie
zmienia sumy wszystkich liczb zapisanych na tablicy, oraz ze liczba parzystym
odpowiada znak "+", a liczbag nieparzystym odpowiada znak "-". Poniewaz
na poczatku suma wszystkich liczb zapisanych na tablicy byta réowna 15,
zatem po 24 ruchach zostanie liczba, ktora daje reszte 1 przy dzieleniu przez
2. Wobec tego ostatnig liczba na tablicy bedzie 1, ktéra odpowiada znakowi
nn

Rozwigzanie III. Przyjrzyjmy sie liczbie minuséw na tablicy. Jesli ze-
trzemy dwa znaki "+", to liczba znakéw "-" nie zmienia sie. Jesli wybierzemy
znaki "+" i "-" to réwniez liczba znakéw "-" nie zmieni sie. W przypadku
gdy zetrzemy dwa znaki "-", woéwczas liczba minuséw zmniejszy sie o 2. Za-
tem parzystosc liczby znakéw "-" pozostaje stata. Poniewaz na poczatku byto



nieparzyscie wiele minuséw, wiec ostatnim znakiem na tablicy bedzie "-".

W pierwszym rozwiazaniu skorzystalismy z tego, ze podczas kazdego ru-
chu iloczyn wszystkich liczb na tablicy nie zmienia si¢. Drugie podejscie do
zadania opieralo sie na tym, ze nie zmieniala sie parzystos¢ sumy liczb za-
pisanych na tablicy. Trzeci sposob wykorzystywal to, ze nie zmieniala sie
parzystosé liczby minusow. We wszystkich rozwiazaniach istnialo cos, co sie
nie zmienia - byta to wlasos¢, ktora nazywa sie niezmiennikiem.

Zadanie 2. Okrag podzielono $rednicami na 10 sektoréw. W kazdym
sektorze zostal potozony zeton. W jednym ruchu przesuwamy jeden (dowolnie
wybrany) zeton do nastepnego sektora zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
oraz jeden (dowolnie wybrany) zeton do nastepnego sektora przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara. Czy istnieje skoriczona liczba ruchéw po ktoérych
wszystkie zetony znajda sie w jednym sektorze?

Rozwigzanie. Pokolorujmy co drugi sektor na czarno, a pozostate pozo-
stawmy biate. Przyjrzyjmy sie czarnym sektorom - jest ich pie¢, na poczatku
znajduje sie w nich w sumie 5 zetonéw. Jesli przesuwamy zeton z biatego
sektora i zeton z czarnego sektora, to liczba zetonéw znajdujacych sie w
czarnych sektorach nie zmienia sie. Jesli przesuwamy zetony z dwoch biatych
sektorow, to liczba zetonéw znajdujacyh sie w czarnych sektorach zwickszy
sie 0 2, a jedli przesuwamy zetony z dwoch czarnych sektoréow, to liczba ze-
tonoéw znajdujacyh sie w czarnych sektorach zmniejszy sie o 2. Wobec tego
podczas kazdego ruchu parzystosé liczby zetonéw lezacych na czarnych sekto-
rach nie zmienia sie. Poniewaz na poczatku byto ich nieparzyscie wiele, wiec
po kazdym ruchu réwniez bedzie ich nieparzyscie wiele. Zatem wszystkie ze-
tony nigdy nie beda mogty znajdowac sie w pewnym bialym lub w pewnym
czarnym sektorze (w obu przypadkach w czarnych sektorach znajdowaltoby
sie parzyscie wiele zetonow).

Metoda niezmiennikéw moze by¢ z powodzeniem stosowana nie tylko do
problemoéw czysto kombinatorycznych. Przyktadem moga by¢ ponizsze zada-
nia, jedno z nich jest teorioliczbowe, drugie algebraiczne.

Zadanie 3. Dana jest liczba 2009!. Najpierw obliczamy sume jej cyfr, na-
stepnie obliczamy sume cyfr tak otrzymanej liczby i tak dalej, az otrzymamy
liczbe jednocyfrows. Jaka to liczba?

Rozwiazanie. Poniewaz liczba 2009! jest podzielna przez 9, wiec rowniez
suma jej cyfr jest podzielna przez 9, czyli takze suma cyfr nowej liczby jest
podzielna przez 9, i tak dalej. Ostatnia, jednocyfrowa liczba réwniez musi
by¢ podzielna przez 9, a jedyna taka jednocyfrowa liczbg jest 9.



Zadanie 4. Na tablicy zostaly zapisane liczby: 1, 1 55 3, . 2009 W jednym
ruchu wybieramy dowolne dwie liczby - oznaczmy je przez a i b, Scieramy
je 1 zamiast nich wpisujemy liczbe rowna a + b 4 ab. Jaka liczbe mozemy
otrzymac po 2008 ruchach?

Rozwigzanie. Niech axb=a+b+ab= (a+ 1)(b+ 1) — 1. Wowczas
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2. Metoda poé6lniezmiennikoéw.

Jest to sposob rozwigzywania zadan polegajacy na tym, ze znajdujemy
pewna wlasnosé, ktora zmienia sie w Scisle okreslony sposob (na przyklad
stale rosnie lub stale maleje) podczas wykonywania pewnego procesu. Tak
jak poprzednio, najwygodniej jest wprowadzaé¢ ta metode podajac najpierw
przyktad.

Zadanie 5. W kazdym polu szachownicy m X n zapisano jedna liczbe rze-
czywista. Mozemy wykona¢ nastepujaca operacje: zmieniamy znaki wszyst-
kich liczb stojacych w jednym, wybranym przez nas wierszu lub w wybranej
przez nas kolumnie. Czy zawsze mozna, przy pomocy skoiniczonej liczby opera-
¢ji, doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej suma liczb stojacych w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie jest nieujemna?

Rozwigzanie. Tak.

Rozwazmy sume wszystkich liczb stojacych na szachownicy. Do wykona-
nia operacji opisanej w zadaniu wybieramy ten wiersz (kolumne), w ktorej
suma liczb jest ujemna. Po dokonaniu zmiany znakéw w wybranym wierszu
(kolumnie) suma liczb zmienila si¢ na dodatnia - zatem zwiekszyta sie suma
wszystkich liczb stojacych na szachownicy. Wobec tego po pewnej, skoriczonej
liczbie operacji suma liczb we wszystkich wierszach i kolumnach jest nieujem-
na, gdyz w przeciwnym przypadku moglibyémy zwieksza¢ sume wszystkich
liczb stojacych na szachownicy nieskonczenie wiele razy - a tymczasem ist-
nieje tylko skonczona liczba mozliwych wartosci liczb na szachownicy (nie
wiecej niz 2™").



Rozwiazanie opiera sie na takim sposobie wykonywania opisanej w tresci
zadania operacji, aby za kazdym razem suma wszystkich liczb znajdujacych
sie na szachownicy rosta. Pdtniezmiennikiem jest w tym przypadku suma
liczb zapisanych na szachownicy. Wazny jest rowniez wykonywany proces -
musieliémy dobra¢ sposob wykonywania dozwolonej operacji tak, aby mozna
byto wogble mowi¢ o poédiniezmienniku (zauwazmy, ze gdybysmy wybierali
wiersz lub kolumne do zmiany znakéw w sposéb dowolny, to wowczas suma
wszystkich liczb mogtaby raz male¢, raz rosnac).

Zadanie 6. Na okregu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi
dwiema sasiednimi liczbami wpisujemy ich najwiekszy wspoélny dzielnik, po
czym wcezesniej zapisane liczby $cieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami po-
stepujemy analogicznie. Udowodnié, ze po pewnej, skoriczonej liczbie takich
operacji wszystkie liczby na okregu beda rowne.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dopoki wszystkie liczby na okregu nie
sa rowne, to ich suma po kazdej operacji zmniejsza sie. Istotnie, jesli
ai, as, ...,a, sa liczbami zapisanymi na okregu przed operacja, a by, b, ... b,
po operacji (przy czym b; lezy pomiedzy a; oraz a;q dlai=1,2,...,n—1,
a b, lezy pomiedzy a, oraz a,), to wowczas dla kazdego ¢ mamy a; > b; oraz
a;+1 > b; (przyjmujemy, ze a, 1 = ap). Jesli wiec X7 a; = X', b;, to dla kaz-
dego ¢ mamy a; = b; = a;11, skad dostajemy, ze wszystkie liczby a; musiaty
by¢ rowne. Poniewaz suma wszystkich liczb na okregu musi by¢ wieksza od
zera i zawsze jest liczba naturalna, ktora po kazdej operacji nie zwieksza sie,
wiec po pewnej, skoriczonej liczbie operacji wszystkie liczby na okregu beda
rowne.

Moze zaskoczy¢ fakt, ze ponizsze zadanie mozna rozwigzaé opisywanym
w tej czesci sposobem. Jest ono geometryczne (a nie kombinatoryczne), co
wiecej, nie ma w nim opisanego zadnego procesu, a jednak réowniez i w tym
przypadku znakomicie sprawdza si¢ metoda poiniezmiennikéw.

Zadanie 7. Na ptaszczyznie danych jest 2n punktow. Udowodnié, ze
mozna tak narysowa¢ n odcinkow, aby kazdy punkt byl koncem pewnego
odcinka oraz by odcinki nie przecinaty sie.

Rozwigzanie. Narysujmy n odcinkéw tak, aby kazdy punkt byt koncem
pewnego odcinka. Jesli zadne 2 odcinki sie nie przecinaja, to zadanie zostato
wykonane. Zaldézmy wiec, ze niektére odcinki przecianaja sie. Wybierzmy
dowolne dwa odcinki ktoére sie przecinaja, oznaczmy je odpowiednio przez AB
i C'D, aich punkt przeciecia sie przez X. Mozemy wykonaé teraz nastepujaca
operacje: odcinki AB i C'D zastepujemy przez odcinki AC' oraz BD.
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Zauwazmy, ze odcinki AC' i BD nie przecinajg sie oraz AC + BD <
AB + CD, gdyz na mocy nieréwnosci trojkata mamy AX + CX > AC oraz
BX + DX > BD. Wobec tego wykonywanie opisanej operacji powoduje
zmniejszenie sie sumy diugosci wszystkich n odcinkéw. Poniewaz suma ta
nie moze zmniejsza¢ sie w nieskonczonosé (przy danych n punktach istnieje
tylko skoniczona liczba uktadéw n odcinkoéw), wiec po pewnej, skoriczonej
liczbie operacji musimy dojsé do uktadu, w ktérym zadne dwa odcinki sie nie
przecinaja.

Zadanie 8. Na dworze krola Artura przebywa 2n rycerzy, z ktorych kaz-
dy ma co najwyzej n — 1 wrogéw. Udowodnié, ze mozna ich usadzi¢ wokot
okraglego stotu tak, aby zaden nie siedzial obok swojego wroga.

Rozwigzanie. W tym rozwiazaniu poéiniezmiennikiem, ktoéry bedziemy
badaé jest liczba "wrogich" sasiedztw, czyli liczba par rycerzy, ktozy siedza
obok siebie i s wrogami. Jesli dwaj sasiadujacy ze soba rycerze nie sa wro-
gami, bedziemy nazywacé ich przyjaciotmi (to oczywiscie daleko idace uprosz-
czenie, w zyciu bowiem czesto zdarza sie, ze osoby ktore nie sg wrogami nie
sa rOwniez przyjaciotmi).

UsadzZmy rycerzy dowolnie. Jesli zaden nie siedzi obok swojego wroga, to
mamy zadane usadzenie. Zatézmy wiec, ze istnieje co najmniej jeden rycerz,
nazwijmy go A, ktory siedzi obok swojego wroga, rycerza B. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze rycerz B siedzi po prawej stronie A. Wérod pozostatych
2n — 2 rycerzy A posiada co najmniej n przyjaciél. Poniewaz B posiada co
najwyzej n—1 wrogbéw, wiec istnieje co najmniej jeden rycerz, nazwijmy go C,
bedacy przyjacielem rycerza A i majacy za sasiada (siedzacego po jego prawej
stronie) rycerza D, bedacego przyjacielem rycerza B. Opisana sytuacja jest
przedstawiona na rysunku 2.



Rys.2. Rycerz C jest przyjacielem rycerza A, rycerz D jest przyjacielem rycerza B

Przesadzamy rycerzy nastepujaco: wszystkich rycerzy siedzacych na pra-
wo od cieciwy AD zamieniamy miejscami symetrycznie wzgledem $rednicy
prostopadlej do cieciwy AD. (Rycerzy A i D, oraz rycerzy siedzacych po
lewej stronie cieciwy AD pozostawiamy na swoich miejscach.)
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Rys.3. Przesadzanie rycerzy
W wyniku przesadzenia zmniejszylismy liczbe "wrogich" sasiedztw co naj-
mniej o 1. Wobec tego po pewnej, skoniczonej liczbie przesadzen, uzyskamy

takie usadzenie rycerzy wokot stotu, przy ktorym zaden z rycerzy nie siedzi
obok swojego wroga.
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