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. Srednie liczbowe i zalénosci miedzy nimi

Srednie liczbowe (mgze jedynie bezsredniej kwadratowej) i nierowsoi migdzy nimi
uczniowie zngj juz od pierwszej klasy szkol§redniej (a czasem nawet od gimnazjum).
Przypomr definicje tych érednich, podam twierdzenie o nierown@mch medzy nimi, szkice
dowodow, a take przyktady zastosowia nierowndgci migdzy srednimi do rozwizywania
réznorodnych zadg prostych, trudniejszych, a nawet olimpijskich.
Definicja 1.

SREDNIA liczb a4, ay, ...,a, - to dowolna funkcja

L. l’l(all aZl ...,an)
spetniagca warunek

min(ay, ay, ..., ay) < u(ay,a,, ..., a,) < max(aq, a,, ..., a,)
i jednoczénie niemalejca ze wzgidu na kada zmienm a;, i = 1,2 ...,n.

Najbardziej znanesrednie, to srednia arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna i
kwadratowa.

Definicja 2.

SREDNIA ARYTMETYCZN A liczb rzeczywistychay, a,, ..., a,, nazywamy liczb

n
a,t+a, +--+a, 12
= = - a; .
n n

i=1

Sa



Definicja 3.

SREDNIA GEOMETRYCZN A4 liczb nieujemnychay, ay, ..., a,, nazywamy liczb

1
n n
SG=’Va1-a2-...-an=<1_[ai> :

i=1

Definicja 4.

SREDNIA HARMONICZN A réznych od zera liczb rzeczywistych ay, a,, ..., a, nazywamy
liczbe

S n n
H=T 1 1T o, 1°
o tg T, =g

Definicja 5.

SREDNIA KWADRATOW A liczb rzeczywistych ay, a,, ..., a, nazywamy liczk

6 - ai+aj+--+ai 1 o\
Kk n “\nl %)

Zaleznosci pomkdzy srednimiSy, S;, Sy i Sy mazna zapis&w postaci nagpujacego twierdzenia

Twierdzenie 1.
Dla dowolnych liczb dodatnicty,, a,, ..., a, zachodz nieréwnaci

@

——

Sk >8,>5;>Sy .
@ ®

W kadej z nierowngci (1), (2) i (3) rowné¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy=a, = -+ =
Ay -

Srodkowa nieréwng& (1) w Twierdzeniu 1. to stynna nieréwggo Cauchy’ego midzy
sredni geometryczai arytmetyczn. Nierowna¢ ta dla dwdéch liczb nieujemnych

+b
2> Vab




znana byta ju w czasach Euklidesa, lecz jej ogblna pégtajawita s¢ znacznie piniej. Pierwsza
znana wzmianka pochodzi z roku 1729, kiedy to skkomatematyk Colin Maclaurin sformutowat
nastpujace twierdzenie geometryczne

Twierdzenie 2.

Jefeli dany odcinek podzielimy na kilka odcinkoéw, toczyn
diugasci tych odcinkéw &dzie najwekszy, j€li wszystkie z tych
odcinkéw lzdg réwnej diuggci.

Oznaczmy przez,, a,, ..., a, dilugdci odcinkow, na jakie zostat podzielony dany odkin@dyby
odcinki te byty rownej dtugii, to kazdy z nich miatby diug&

a1+a2+"‘+an

)

n
a wiec Twierdzenie 2. mgemy zapis@w postaci nierOwrgei

a1+a2+"‘+an n
o =>a;-Qay° ..Uy,

ktora jest rownowana nieréwnéci (1).
Dowdd Maclaurina nie byt jednagscisty i zawierat luk.

Po raz pierwszy w jawnej postaci i Zeistym dowodem §
nierowna¢ (1) zostata opublikowana przez francuskiego matgkaa =
Augustina Cauchy’ego w,Wyktadach z analizy algebraicznej’f g
(1821 r.), dlatego te nazywana jest zazwyczaj nier6véom |
Cauchy’'ego. Obecnie znanych jest ponad 58nyéh dowodéw
nierowngaci (1).




Zaczre od pokazania prostych dowodow tych nieréwaiadla n = 2, czyli dla dwéch
dodatnich liczkai b.

Twierdzenie 1. dla =2 mana zapisaw postaci

Twierdzenie 1'.
Dla dodatnich liczb a i b zachognieréwnaci

@an

——

2 2
a?+b>b Za+b2 Pabzi.
2 2 1+
a

S =

W kazdej z tych nierowngci rownas¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gy = b.

Dowody algebraicznaierowndci (1'), (2°) i (3') polegaj na rownowanym przeksztatcaniu tych
nierébwnaci do oczywistych postaci i chyba nie wymagspecjalnych komentarzy.
Niech wkc a, b beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi.

Mamy kolejno dla (1’)

a+b

> Vab,

a+b > 2Vab,
(a + b)? = 4ab,

(a—b)? > 0.

Dla (2") otrzymujemy

az+b2 a+b
= )
2 2

a? + b? (a + b)z
= ,
2 2

2a® + 2b? - a’ + 2ab + b?
4 - 4

(a—b)?=0.



Z kolei dla (3’) dostajemy
2
Vab > ——

)

+

ISEE
S =

2ab

Vab >
a+b

)

(a + b)Vab = 2ab,

a+b22\/5-\/5,
(Va-vb)' =o0.

Znacznie ciekawszey slowody geometrycznerzytocz jeden z nich, inne nima znale¢
np. w [9].

Niech a i b beda liczbami dodatnimi i niecta > b. Na odcinkuAB o diugaci a obieramy taki
punktC, ze |BC| = b (jak na rysunku)

Kreslimy okrag osrednicyAC i jegosrodek oznaczamy przeéx

Wowczas mamy

a—>b

401 = locl = ——,
Z38
a—b_a+b

2 2

|0B| = |BC| + |0C| = b +



Z punktu B prowadzimy styczgp do gérnego poétokgu i oznaczamy prze® punkt stycznéci.
PrzezE oznaczamy rzut prostatay punktuD na odcinekAB, za& przezF - punkt wspolny okigu
i odcinka o pocatku w punkcieQ, prostopadtego do odcinkiB.

Wyrazimy dtugdci odcinkbwDB, EB i FB przeza i b.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréfl prostoktnegoOBD mamy

a + b\? a—>b
|BD|?> = |BO|? - |OD|?> = |—— ] — = ab,
2 2

a std
|BD| = Vab.

Z podobiéstwa trojlkytow OBDi EBD mamy z koleize

|0B| _ |DB|
IDB| ~ |EB|’
a wiec
a+b
2 _ vab
Vab  |EB|
i po tatwych przeksztatceniach otrzymujems,
\EB| = 2ab 2
T a+b 1 n 1°
a b
Z trojkata prostoktnego OFB mamy z kolei
2 2 2 2
2 _ ) 2 _ a—b) <a+b> _a +b
[FBI? = |0FI? + 1081 = (=) + (5 -
a tym samym
a® + b?
|FB| = R

Pokazakmy wiec, ze dlugaci odcinkOwEB, DB, OB i FB sa odpowiednimirednimi liczba i b.
Korzystapc w trojkatach prostoitnych EBD,O0BD i OFB z wiasndci, ze przyprostoktna jest
krotsza od przeciwprostatnej, otrzymujemy nierowrigi

|FB| > |0B| > |DB| > |EB|,

a?+b2 a+b 2
> >Vab > ——
2 2 1,

1
a b

a shd




Mozna rownie zauway¢, ze pomedzy srednimi dwoch liczb dodatnich i b zachodz
rowniez nastpujace ciekawe (i proste do wykazania) zuki, mianowicie

1 _g (1 1)
S.(a,b) ~ "H\a’'b)’

czyli odwrotnosé sredniej arytmetycznej liczb dodatnich a i b jest srednia harmoniczng
odwrotnosci tych liczb;

1 _s (1 1)
Sy(a,b) ~ "*\a’b/)’

czyli odwrotnos¢ sredniej harmonicznej liczb dodatnich a i b jest srednig arytmetyczng
odwrotnosci tych liczb;

1 _s (1 1)
Sc(a,b) ~ “¢\a’b)’

czyli odwrotnosé sredniej geometrycznej liczb dodatnicha 1 b jest srednia geometryczry
odwrotnosci tych liczb.

Dowody nieréwnéci (1), (2) i (3) dlan liczb dodatnich s bardziej skomplikowane, podam
tylko ich szkice, a zainteresowanych odsytam np3jlo

Dowéd Cauchy’ego nieréwioi (1)

J&li a; = a, =+ =a,, to oczywicie S, = S;. Nalezy pokazé, ze j&li nie wszystkie
sparod liczbay, a,, ..., a, sa rbwne, to zachodzi nieréwébostra.
Dlan = 2 mamy

a1+a2 2 al_az 2 a1+a2 2
a1'a2=( 2 )_( 2 ) <( 2 );gdyaliaz'
a std

a+a
w/al'a2< 1 z

B
Dalej, dlan = 4 mamy

(a;-ay) - (as-a,) < <a1 ‘; a2>2 . <a3 ;‘ a4)2 _

2
a; +a,  a:+a;\?
[(a1+a2).(a3+a4)]2< 12 24 32 4 _

2 2 2

<a1 +a,+a;+ a4>4
4 )

jesli nie wszystkiea,, a,, as, a, sa rowne.

Powtarzajc to rozumowanien razy otrzymujemy



al + az + A + azm)zm

2m

al'az'...'a2m<<

gdy nie wszystkier; sa rowne. W ten sposéb nierowdda(1) zostata udowodniona diebedacych
potegami dwajki.

Niech terazn bedzie dowoln liczba naturalm i niechm bedzie liczly naturaln taka, ze 2™ > n.
Podstawmy
n
1
by =ay,b; = ay, ... ,by = ap,byyq =+ =bym = ;Zai - ¢
i=1

Mamy wowczas

m_
al'az'an'cz nzbl'bz'...'bzm <

(by + -+ by) + (bpy1 + - + bym) " _
2m a

(n-c+(2m—n)-c>2m -
2m B

gdy nie wszystkie; sa rowne. Aleb; sa sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa sobie réwne.
Stad ostatecznie, fi nie wszystkiea; sa sobie rowne dostajemy

a; Ay v ay <ch,

n n
Cll') )
i=1

([o) <3a

i=1 i=1

czyli

S|

al'az'...'an<<

lub réwnowanie

S|

co kaaczy dowdd.

Dowadd nieréwnéci (2), wiazacej sredni arytmetyczn i kwadratow, byt rowniez zawarty
w ,Wyktadach z analizy algebraiczne{Cauchy’ego i oparty byt na napujacym rozumowaniu.

Dowéd Cauchy’ego nieréwioi (2)




Indukcyjnie mana wykaza, ze

Stad mamy

czyli rownowanie

co kaiczy dowaod.

Nierowna¢ (3) migdzy sredna harmonicza i geometrycza mazna udowodrd
nastpujaco

Dowéd nieréwnéci (3).

Zauwamy, ze

n
. Nairaz..-ay
i=1
a.
n _ i
Vai a . a, = 1 >
n
l=1a_l.
1
n n
n \/a1'a2 an
T\ M=t a; n
n 1 T gn 1’
l=1ai l=1ai

co kaaczy dowdd.

Warto jeszcze zwro€iuwag na dwie nierownsei, ktére g réwnowanymi zapisami
nierownaci miedzy srednimi i ktére § czesto wykorzystywane przy rozwdywaniu zada. S to

nierdwnaci
n 2 n
< 2
< al-> <n ) aj,
i=1 i=1

4)
czyli
(ay+a; +-+a)? <n(@®+ai+-+a?)

wynikajaca z nieréwnéci micdzy sredni arytmetyczn i kwadratova;



oraz

(5) )
1 n?
darra
1=1a" Zi=1ai
czyli
1 1 1 n?
—_t 4+t —= )
a; ap a, a+ta+--+a,

wynikajaca z nieréwnéci micdzy sredni arytmetyczn i harmoniczg.

Nalezy réwniez zauway¢, ze srednie: arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna i
kwadratowa g szczegolnymi przypadkami tzéredniej potgowe.

Definicja 6.

SREDNIA POTEGOWA stopniat liczb dodatnich ay, a,, ..., a,, nazywamy liczk

1
al +ab + - +ah\t
_ dla
M.(aq,a,,...,a,) = n

Vai-az-..-ay da t=0

Definicje¢ t¢ mazna uzupetrd dlat = +co nastpujaco
M_(aq,a,, ...,a,) = min(aq, a,, ..., a,),

My (aq,a,, ..., a,) = max(ay, a,, ..., a,) .

Zauwamy, ze mamy
M,=S,, My=S, My=S; M_, =Sy
i nierébwnaci miedzy srednimi przyjmuj posta
My, >M; > M, > M_;.

Nierébwnaci te mana udowodrd wykorzystupc fakt, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a, a,, ..., a, funkcja

R>t - M/(aya,,..,a,) ER

jest niemalejca

10



Il. Zastosowanie nierowndci miedzy srednimi liczbowymi do rozwigzywania zada

1. Dowodzenie nieréwnéci

Zad. 1.Udowodng, ze dla dowolnych liczb dodatniah) b, c zachodzi nieréwni

(6) 8abc < (a+b)(b+c)(c+a)
Rozwizanie.
Z nierowndci (1’) miedzy sredni arytmetyczn i geometrycza mamy
a+b b+c c+a
Vab < 5 Vbe < > ca < >

a wigc
2Vab < a+ b, 2vVbc < b + ¢, 2Vca<c+a.

Mnozac stronami te nieréwrici otrzymujemy (6).

Zad. 2. Udowodng, ze dla dowolnych liczb nieujemnyet) b, c zachodzi nieréwni

(7)

Vazb+ Vb2c+3Yc2a<a+b+c.

Rozwizanie.
Wykorzystupc nierébwnd¢ (1) dla trzech liczb nieujemnyeh a, b otrzymujemy

b 2 b
3/a2 :3\/a.a.bsa+§+ = a3-l_ .

Analogicznie otrzymujemy nierowsoi

2b+c¢ 2c+a
VYh2c < 3 oraz 3\/czas 3

Dodapc stronami otrzymane trzy nierowdud otrzymujemy (7).

Zad. 3. Udowodng, ze dla dowolnych liczb dodatniah) b, c zachodzi nieréwni
(8)
1 1 1
(a® + b3 +c3)(—+—+—) >(a+b+c)?.
a b c

Rozwizanie.
Przeksztatcap lewa strore nierbwndci (8) i stosujc nieréownd¢ (1) otrzymujemy

1 1 1
(a3+b3+c3)(—+—+—)=
a b c

11
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a3 b3 b3 ¢3 c3 a3
a?+b*+c*+2 |— —+2 |— —+2 |——=
b a c b a ¢

a?+b%?+c?+ 2ab+2bc+2ca=(a+b+c)?.

Zad. 4. (OM Leningrad 1988) Udowodnt, ze dla dowolnych liczb dodatnicla, b, ¢, d zachodzi
nierowna¢

9)
1 4 16
(a+b+c+d)( +b+—+7)264.
Rozwizanie.
Wykorzystupc nierownd¢ (5) otrzymujemy
1 1+4+16_1+1+2+2+4+4+4+4
b ¢ d a b d d d d~
82 _ 64
a+b+2-%+4-% a+b+c+d

co po prostych przeksztatceniach daje (9).

Zad. 5. Udowodni, ze dla dowolnych liczb dodatnici, b, ¢ takich,ze a + b + ¢ = 1, zachodzi
nierbwna¢

V2a+1+V2b+1+vV2c+1<V15.

Rozwizanie.
Wykorzystupc nierownd¢ (4) i warunki zadania otrzymujemy

2
(V2a+1+V2b+1+V2c+1) <

3[(Vza+ 1)’ + (VZb + 1) +(V2e + 1) | =

3[2(a+b+c)+3] =15.
=1
Po spierwiastkowaniu stronami dostajemglara nierownag.

12



Zad. 6. Udowodng, ze dla dowolnej liczby naturalnej> 2 zachodz nieréwnaci

(10)
nn+1) n n(n+1)
<n+1) 2 <1—[,i<(2n+1) 2
2 [ 3
=1
Rozwigzanie.

n(n+1)

Udowodnimy  najpierw  praw  nierébwndgc. Rozwamy >

1,2,2,3,3,3,...,n,n,..,n.

liczb postaci

n
Wykorzystupc nierownd¢ (1) otrzymujemy

n(n+1)

14242+ +n+-4+n
2 1.92.33. .pn
J11.22.33. oan < TR ,

2

czyli rownowanie
n(n+1)
14+2+42+-+n+-+n

nn+1)
2

11.22.3%. ..n" <

Wykorzystupc znam tozsama¢

_nn+1)(2n+1)

124+ 22 4+ -+ n?

6
mamy dalej
n(n+1)
2
142424+ +n+-+n B
n(n+1) B
2
n(n+1)
2
124224+ +n? B
nn+1) B
2
nn+1)
nn+1)2n+1 2 n(n+1)
( )6( ) _ <2n + 1) 2
n(n+ 1) B 3 ’

2

co kaczy dowdd prawej nierowsoi (10). Dowdd lewej nieréwriai jest podobny (naksy
odpowiednio dobraliczby).

13



Zad. 7. (XLI MOM, Korea Potudniowa, 2000). Niecha, b, ¢ beda takimi liczbami rzeczywistymi
dodatnimi,zea - b - ¢ = 1. Udowodni, ze

1 1 1
(a—1+—>(b—1+—)<c—1+—)s 1.
b c a
Rozwigzanie.

Poniewa z zal@enia mamyzea - b - ¢ = 1, mazemy nieréwné¢ (11) uzaleni¢ od dwoch
zmiennych, wykorzystag na przyktad zalanos¢
1
| e
Nieréwnas¢ (11) ma@emy wtedy zapisaw postaci

(11)

1 1 1
(a—l+—>(b—1+ab)<——1+—>£1
b ab a

i dalej rownowanie w postaci

(ab—b+1><b—1+ab>(1—ab+b>Sabz.
u v w

Suma dowolnych dwoéch sfdd liczb u, v,w jest dodatnia, mamy bowiem + v = 2ab, v +
w = 2b, w+u =2, zatem co najwyej jedna z nich mee by ujemna. J&i ktoras z tych liczb
jest faktycznie ujemna lub réwna zero, to niero¢n€l?2) jest oczywista. de zas u,v,w S
dodatnie, to meemy — korzystajc z (1) — zamiast szacow#oczyn liczbu,v,w oszacowa ich
sumy, ktére — jak pokazaty — s bardzo proste!

(12)

Otrzymujemy nierowngci

u+v 2ab

(ab=—b+1)(b—1+ab)=+vVu-v< =——=ab,
v 2 2
v+w 2b

Jb—1+ab)(1—ab+b)=vv-w< ——=>=b,
+u 2

T—ab+b)@-b+D=vw uso2_%2_1,
V( —=5

ktére pomnaone stronami dajnierowna¢ (12).

Zad. 8. Wewmtrz trojkata ABC obrano punkt odlegty od prostyclBC,CA i AB odpowiednio o
x,y,z. Wykaz&, ze

252

<
XV2=97R

gdzieS jest polem trojgta ABC, za R dtugadscia promienia okggu opisanego na tym trgj&ie.

14



Rozwizanie.
tatwo zauwayc, ze

S = Sppc + Sapc + Saps

a std
S—1 +1b +1
| —zax Zy 2cz,
czyli

2S=ax+by+cz.
Poniewa mamy oszacowailoczyn xyz, zastosujemy nierOwld6 migdzy sredni arytmetyczg a

geometryczadla liczbax, by, cz.
Otrzymujemy

V@ (e < 2

a std

(ax + by +cz)® (25)°  8S?®
27abc " 27abc  27abc’

xyz <

Wykorzystupc znany wzor na pole trgjka

§= abc
4R’
z ktérego wyznaczamy
abc = 4SR,
otrzymujemy ostatecznie
8s3 8s3 252

< = =
V2= o50abe 27-4SR 27R’

co kaiczy dowaod.

2. Zadania optymalizacyjne

W matematyce termin optymalizaap@nosi st do problemu znalezienia minimum lub maksimum
zadanej funkcji. Praktyczne wyznaczanie optimumj@sé proste; z reguty zadania optymalizacyjne
rozwiazuje s¢ z wykorzystaniem rachunku mdiczkowego. Poka kilka zada, do rozwizania
ktérych wystarczy znajongé nieréwndci miedzy srednimi liczbowymi.

Zad. 9.Wsrod prostoktow o przeltnej diugaci 10 wska ten, ktdéry ma najweksze pole.

Rozwigzanie.
Oznaczmy diugéri bokow prostokta przeza i b. Z warunkow zadania i twierdzenia Pitagorasa

mamy wtedya? + b? = 100. Pole prostoita jest rowneP = ab = Va? - b2. Stosujc nieréwnagé
(1) otrzymujemy

15



a’+b? 100
P = az'bZS 2 = 2 :50'

przy czym réwné¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdg? = b?, czyli gdy a = b. Tak wiec
najwicksze pole ma kwadrat o boku= 5v/2.

Zad. 10. Wsréd prostopadicianow, w ktorych suma diugao wszystkich krawdzi wynosi 12
wska ten, ktéry ma najveksz objetosc.

Rozwigzanie.

Niech a, b,c beda dilugasciami bokdéw prostopadécianu, z& V jego obgtoscia. Z warunkdéw
zadania mamy

4(a+b+c)=12 czyli a+b+c=3 oraz V =abc.

Z nierowndgci (1) otrzymujemy

a+b+c
Vabc ST'
a std
a+b+c\’
abe < (CE2EeY
3
czyli
a+b+c\
<t

przy czym réwné ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy = b = ¢ = 1. Zatem najwiksz
objetos¢ ma szécian o krawdzi diugaci 1.

Zad. 11 Jak dobraoporngci trzech opornikdbw patzonych rownolegle aéznym oporzel0 Q,
aby opor zaspczy byt najwekszy?

Rozwigzanie.
Jak wiadomo opOr zagiczy R oporOWR;, R,, R pofaczonych rownolegle wyea sk wzorem

11,11
R R, R, R
Stad mamy
1 1 3
k= T 1 371 1 1
RYRTR O RTRTR

Stosujc nierownd¢ miedzy sredng harmoniczg i arytmetyczg otrzymujemy

_1 Ri+R+Ry 10
< e

R = )
3 9

W =

3
1T 1 1
RYRTR

16



przy czym réwné¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gd; = R, = R; = ? Tak wiec najwkkszy
opor zasipczy otrzymamy, gdy opornikicbla jednakowej oporriei.

3. Rownania, uktady réwnai i nierdwnosci

Zad. 12 (OM Wielka Brytania 1975) Znalez¢ wszystkie rozwizania w liczbach rzeczywistych
rownania

(13)
1
(T—x)%+ (= x)% + 4 (Xpey — X%)% +x2 = —
Rozwiazanie.

Rozwamy liczby (1 — x;), (x; — x3), ..., (Xn_1 — X,), X,. ZAUWEMY, 7€
(1 _xl) + (xl _xz) + -+ (xn—l _xn) +xn =1,

a wiec srednia arytmetyczna tych liczb Wynosjl%. Ta obserwacja oraz postadwnania (13)

sugeruy zastosowanie nieréwia (2) miedzy srednp arytmetyczn i kwadratows. Otrzymujemy
wtedy

(T—=x)%+ (g —x2)% + -+ (xpog — x2)% + 27 >
n+1 -

(I-x)+ G —x)+ -+ (1 —x) +x, 1
n+1 T n+ 1’

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

1
n+1’

(L =2x)% 4 (g —x2)% 4+ 4 (xpg —x)* + x50 2

przy czym réwné¢ zachodzi (a tym samym spetnione jest rownanie) @8dy i tylko wtedy, gdy

1- xl) = (xl _xz) == (xn—l - xn) = Xn.
Oznaczagc (1 —x1) = (x1 —x3) =+ = (xp_1 — X)) = X, = a otrzymujemy z (13)
(n+1)a? = !
T n+1’
a std
o = —
N=nrr
czyli
TR
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Mamy wigc

(14) 1
N (-2 = (=) = = Gnt ~ %) = 2y = =
(15)

(-1) = (= x) == = (ua %) = Ty ===

Po prostych obliczeniach otrzymujenig, w przypadku (14)

i
xi=1——— dlai=12,..,n,
n+1

czyli
n n—1 1

=—) x, = e, Xy = .
n+1 72 " n+1

X1
W przypadku (15) otrzymujemy sprzeczto

Istnieje zatem doktadnie jedno rozganie w liczbach rzeczywistych rownania (13).

Zad. 13.Rozwhzat w liczbach dodatnich uktad rowfma

64 81 100
{— 2 - s
b .
a+b+c = 13,5

Rozwigzanie.
Zatozmy, ze liczby dodatniex, b, c spetniag podany uktad. Wtedy miac drugie réwnanie przet
i dodapc réwnania stronami otrzymujemy

(16)
64 81 100
@—+——+——>+Ma+b+c)=ﬂm.
a b c

Ale stosujc nieréwnad¢ miedzy sredni arytmetycza i geometrycza mamy

(17)
64 81 100
(—+—+—)+4(a+b+c)=
a b c

64 81 100
<—+4a)+(—+4b)+(—+4c> -
a b c
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64 81 100
7+4a 7+4b T+4C

+ 2 + 2 =
2

64 81 100
2 \/—-4a+\/—-4b+\/—-4c =108,
a b c

przy czym réwné¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

2

(18)
81 100
— = 4b =

Z (16), (17) i (18) otrzymujemyze a = 4,b = 4,5ic = 5. Nietrudno sprawdZj ze otrzymana
trojka (4; 4,5; 5) spetnia podany uktad, jestegijedynym jego rozwizaniem w liczbach dodatnich.

Zad. 14.Rozwhzat w liczbach dodatnich uktad

(19)
1 4 9
44+ = 3
X y z .
x+y+z < 12
Rozwiazanie.

Zatozmy, ze liczby dodatnie, y, z spetniag podany uktad. Z nieréwroi (5) dostajemy

1 4 9 1 2 2 3 3 3

62 _ 36 36_3
x+2.%+3.% x+y+z 12 7

Stad wynika,ze w przytoczonej nierowioi mamy rowneéc¢, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(20)

Z (19) i (20) dostajemy = 2,y = 4,z = 6. Nietrudno sprawdzi ze otrzymana tréjka2,4,6)
spetnia podany ukfad, jest&tijedynym jego rozwizaniem w liczbach dodatnich.
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Zad. 15.(OM Bultgaria 1968) Wyznaczy wszystkie liczby naturalne, dla ktorych uktad rowna

(21)
X +x;++x, = 9
1 1 1
—+—4t— = 1
X1 X3 Xn

ma rozwazanie w liczbach rzeczywistychy, x,, ..., x,. Dla kadej znalezionej wartgi n pod&
rozwiazanie.

Rozwiazanie.

Niech liczby x4, x5, ..., x, spetniaj uktad (21). Wtedy po pomueniu stronami obu réwma
otrzymujemy

(22)

1 1 1
(x4 +x2+---+xn)<—+—+---+—)=9.
X1 X2 Xn

Wyrazenia w nawiasach wygiuja odpowiednio wsredniej arytmetycznej i harmonicznej liczb
X1, X3, ..., X, CO SUQEruje zastosowanie nierédeioniedzy tymisrednimi. Otrzymujemy wtedy

x1+x2+---+xn> n

n -1 1 1’
x1+x2+ +xn

czyli
(23)

1 1 1\,
(x1 +x2+---+xn)(—+—+---+—)2n.
X1 X2 Xn

Z (22) i (23) wnioskujemyzen? < 9, czylin < 3.
Rozwigzemy teraz uklad dlar = 1,2,3.

1. Dlan = 1 otrzymujemy ukfad

x; = 9
1
— = 1’
X1
ktory jest oczywicie sprzeczny.
2. Dlan = 2 otrzymujemy uktad
x1+x, = 9
1 1
—+— = 1
X1 X2
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ktéry mazna zapis&w rownowanej postaci

{xl + Xy = 9
X1Xo = 9

Rozwigzaniem tego ukiadu (mioa np. zastosowawzory Viete'a lub sprowadzi uktad do
réownania dwukwadratowegoj pary

9 —3v5 9435\ /9+3V5 9—-35
() ()

Sq to jedyne rozwizania ukfadu (21) dla = 2.

3. Dlan = 3 otrzymujemy ukiad

x1+xZ+.X3 == 9
1 1 1

—t—+— =1

X1 X2 X3

Po pomnaeniu stronami rownaotrzymamy

(24)
(ty + x5 + )(1+1+1)—9
X1+ Xy + x3 o 5 x3_'
Z (23) mamyze

1 1 1
(xl +x2 +X3)(—+—+—)232 :91
X1 X2 X3

przy czym rownéc¢ (a wicc (24)) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gy = x, = x3. Po prostych
rachunkach otrzymujemye

X1:x2:x3:3,

czyli jedynym rozwazaniem uktadu (21) dla = 3 jest trojka(3, 3, 3).
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