Zadania zachecajace do uogolni@é
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Wprowadzenie definicji lub przedstawienie doéadtwierdz& dobrze jest poprzedza
przyktadami, ktore pozwalaprzyjrze si¢ sytuacji w konkretnych przypadkach.
Po przedstawiamy dowodu jakiggwierdzenia znowu dobrze jest zilustrawa
przyktadami konkretyzujemy dane zagadnienie bymsigosob lepiej mima byto zrozumiée
istote odkrytej prawidtowéci. Najciekawsze i najbardziej uge mylenia wydag sic proby
uogolnianie i modyfikacja dokonywane po rozmaniu zadania, samodzielne stawianie
hipotez i ich weryfikacja.

W tym artykule przedstawprzyktady takich mgliwosci. Beda to propozycje uogoinia
lub modyfikacji zada, gtdwnie z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow.

1. 11 OMG 3 etap zad.5
Czy istnieje taki ostrostup czworolgtny, ktérego kazda sciana boczna jest tréjkatem
prostokatnym? Odpowiedz uzasadnij.

Skonstruujmy ostrostup o podstawie czwaitakABCD, ktory jest sura dwoch trojlatow
prostokatnych tak jak na rysunku, gdzjJ@BAD| = 90°i| JCBD| = 90°.
D

C

A B

Niech wierzchotelS ostrostupa lgy tak w przestrzeni poza ptaszczygpodstawy, aby

jego rzut prostoitny na t ptaszczyza pokrywat s¢ z punktenD (innymi stowy, wybieramy
dowolny punktS na prostej prostopadtej do ptaszczyzny przechoe|zprzezD i rozwazamy
ostrostupABCD). Wtedy tréjkaty SDA | SDB s3 prostolgtne oraz ptaszczyzny zawieteg te
trojkaty sa prostopadte do ptaszczyzny podstawy. OdciBKest prostopadty do
ptaszczyznySAD, czyli réwniez do kadego odcinka zawartego w tej ptaszaozrg. Std
|DSAB| =90°. Trojkat SAB jest wkc prostolgtny. Analogicznie rozumuag zauwaamy,ze

trojkat SBC tez jest prostoktny .

Ostrostup ten jest wt suny dwdch ostrostupéw o podstawaackdicych tréjkatami
prostokytnymi, ktorych wszystkigciany bocznestrojkatami prostoktnymi o jednej
wspolnejscianie bocznej prostopadtej do ptaszczyzny podstawy

Teraz banalnym stajegspytanie:

Czy istnieje ostrostupn-katny, ktdrego wszystkiesciany boczne g trojk agtami
prostokatnymi ?

Skonstruujmy go uogolnia¢ poprzednie rozumowanie.

Niech podstaw ostrostupa &dzie n-kat bedacy suma trojkatow prostolgtnych tworzonych
tak jak poprzednio tzn. przyprostgka nasfpnego trojlita pokrywa si z przeciwprostoktna
poprzedniego tak jak na rysunku. Oznaczmy wierzeha}, A, A,...A,



A
A
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Trojkaty SAA,,SAA,SAA,...SAA, s prostolatne, gdy odcinek SA jest prostopadty
do ptaszczyzny podstawy. Na podstawie poprzedniegamowania stwierdzamy,
ze w ostrostupach A A ;S wszystkiesciany g trojkatami prostoktnymi.

W naszym ostrostupie- katnym wszystkiegciany bocznestrojkatami prostoltnymi,
gdyz powstaje on przez sklejanie tych ostrostugéianami prostopadtymi do podstawy.

2.1V OMG 3 etap zad. 4

Liczby dodatnie a, b maja te wlkasndé¢, ze liczba a%b jest wymierna.

Udowodnij, ze liczba jest wymierna.

2a+b

Liczba jest wymierna, wtedy i tylko wtedy gdy vma p zapis& w postaci ilorazu liczb

catkowitych. Zatem% =P gdzie p,q0C [Oqg # 0 orazC oznacza zbior liczb
a q

catkowitych. Zauwamy, ze poniewa a i b 53 liczbami dodatnimia-b<a+b, a wigcp <g. W
efekcieg-p jest r&zne od zera

Teraz
aq—bq = pa+ pb
a(q-p) =b(p+aq)
a_p*q
b qg-p
Liczbe wyskpujaca w tezie mana przeksztat¢ikorzystajc z powyszego
rownagici:
a 2p+Q_1

2—-1
2a-b =b - d :L P - 3p*q . Poniewa (3g+p)b=2a+b>0. wiec Jy+p jest liczly
b q-p
niezerov.
Liczba 2a- jest wic wymierna jako iloraz liczb catkowitych.

2a+b

Nasuwa si nastpujace uogolnienie:



Dla dowolnych liczb dodatnicha, b, takich, ze a+ b
a

jest liczba wymierna

. na+ mb
liczba
ka+Ib

jest wymierna, gdzien,mk,| OCCka+Ilb#0

Udowodnijmy to analogicznie:

a-b =P gdzie p,qO0COqg#0
atb q
a_p+q
b q-p’
Wtedy
ndem nPi9:im
na+mb_"p ~_ g-p _np+ng+mg-mp _n(p+q)-m(p-a) -,
katlb &, . L P*A kp+kg+lg-Ip  k(p+a)-I(p—q)
b q-p

Poniewa ka+1b=(k(p+0q)-(p-q))b, wicc k(a+b)-1(p-q) jest liczky niezerova.
Liczba n; -:rr;b jest wymierna jako iloraz liczba catkowitych.

a

W powyzszych zadaniach uogdlnienie byto proste, zastoséwglanalogiczne
rozumowania. W nagbnym kedziemy mi€ do czynienia z uogolnieniem i modyfikacj
stawianego w wygciowym zadaniu problemu.

3. IV OMG 2 etap zad 2.
Kazda z liczb x;, x,,...,X, jest rowna 1 lub —1.

Wyznacz najmniejsz wartos¢ wyrazenia:
XX T XoXg ot X00Xi01 F Xior%K -

Wszystkie iloczyny wysfpujace w rozwaanym wyraeniu g réwne 1 lub —1.
Zauwamy, ze gdyby wszystkie one byly rowne —1, to miefifmy

(4%:) (% %) (K00%100) (Ki0%) = ~1= (XX Xio0%i01)
co nie jest mgiwe. Musi wigc przynajmniej jeden z tych iloczynéw dyowny 1.
Oznacza toze wart@¢ ich sumy nie mee by wigksza nk: -100+1=-99
Jest to maliwe, gdy np.x1 X =% == X = 7L
X2 :X4 :XG :"':)(100:1
Najmniejsz wartccia wyrazenia wynosi wgc —99.

Pierwsze uogolnienie jakie ginasuwa to wstawienien w miejsce 101.
Jesli n jest parzyste to najmniejsa wartoscia wyrazenia jest -n.
Jesli nieparzyste to -n +2.



Nastepne pytanie : Jakie 9 wszystkie maliwe wartosci, ktére przyjmuje
to wyrazenie ?

Uporzadkujmy wartdgci od najwekszej i oznaczmy przed, ,K N :
1) § =n. Realizacj 3 same jedynki w agu x, (1,1,1,...,1.1)
2) S =n-—4 - jedm jedynk; zastpujemy —1 lub zwartym ggiem -1 wéréd 1 np.
1,-1,1,...,1,1), (1,-1,-1-1....,1)
3) S, =n-8 - dwie -1 izolowane przez jedynki tzn.quizy nimi co najmniej
jedna 1, nie mptgz jedna by na pocatku a druga na kau
(najlepiej wyohbtany sobieze ustawionegw kotku) lub
dwie zwarte grupy —1 rozdzied@rzez 1 np.
,-11,1,-1,1,1,...,1,1),84,-1,1,1,....1,-1,-1-1)
K) S, =n-2k+2k(-2) =n-4k
k+1) S,; =S +2(-1) -2 =S, — 4- poniewa doktadajc izolowary —1
lub izolowanch grug dodatkowo w dwdoch iloczynach
pojawisie —1 i ulzda dwie jedynki.

S =n-4k, kO {O,L...,nT_l}dlan nieparzystych i

S =n-4k,k D{O,],...,g} dlan parzystych

n-1
2

=}

Najmniejsz wartccia jestS,_, =n-4 =-n+2 dla n nieparzystych i

2
S =n-4

n

2
Koncowek s maksymalg iloscia izolowanych —1.

= -n dlan parzystych.

NS

Niekiedy trudniej o uogélnienia. Moa jednak rozway¢ problem pokrewny.

4.1V OMG 1 etap, zad 6

Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na niebiesko lulbzerwono.
Udowodnij, ze istnieje trojkat prostokatny rownoramienny, ktérego
wszystkie wierzchotki ¢ tego samego koloru.

Na ptaszczgnie istniej dwa punkty tego samego koloru, oznaczmy je

A B (niech lzda niebieskie).

Narysujmy kwadrat o bokAB, pozostate wierzchotki oznaczmy przez D.

Punkt przecicia przelgtnych przeZ. Gdyby ktorg z punktéwC lub D

byt niebieski to istnieje troj o niebieskich wierzchotkachBC lub ABD.

W przeciwnym razie punkt€ i D musz by¢ czerwone.

Wtedy jednak niezaimie jakiego koloru jest puni& istnieje tréjkit o wierzchotkach tego
samego koloru i jest to trGjkABE lub CDE — rys.



B

Dalej mazna zapyté&: Czy istnieje tréjkat rownoboczny, ktérego wierzchotki g tego
samego koloru?

Przynajmniej dwa wierzchotki trégita a1 tego samego koloru. sletrzy to odpowied na
pytanie jest twierdica.

J&li dwa 31 jednego koloru np. niebieskie to trzeci jest camrw

Zbudugp, trojkaty rownoboczne numernag kolejno kolorowane wierzchotki:

3 6

8
Przy takim kolejnym kolorowaniu najpiiej tréjkat 185 jest rownobocznym
o wierzchotkach tego samego koloru.
Istnieje wkc trojkat rownoboczny o wierzchotkach tego samego koloru.
A co z innymi tréjkatami np. podobnymi do danego?

5. ZAD V OMG etap 1 zad 2

Dany jest trapezABCD o podstawachAB i CD.

Wyznacz wszystkie punktyP lezace wewntrz tego trapezu i spetniagce rownanie:
[PAB]+[PCD]=[PBC]+[PDA] , [XYZ] oznacza pole tréjlkata XYZ.

Zbiorem wszystkich punktéw spetrialch warunki zadania jest odcinek beagaw
przechodzcy przez srodki przektnych i zawarty w trapezie.

Uogodlnienie — tak jest rowniadla czworoktow wypuktych, ktdre nieasréwnolegtobokami.
Dla rownolegtoboku jest inaczej, wszystkie jego kiyrwewrgtrzne spetniaj warunki
zadania. Pozostawto bez dowodu. Jest to zadanie ziiej OMG.

Nie zawsze uogolnienia proste. Pocgkowe wyniki mog by¢ mylace, warto rozway¢

wiecej przypadkow, a uogolnienie musidaydowodnione.

Takim zadaniem jest zadanie, ktore pojawitorea Dolnglaskich Meczach Matematycznych,
jesli dobrze pamgtam w postaci:



6. Oblicz na ile obszaréw rozicznych dzieh koto cigciwy poprowadzone z 6 punktow
okregu bedacego brzegiem tego kota, g wiadomo, ze zadne trzy z nich nie przecinag
sie w jednym punkcie.

Dobry rysunek daje wynik 31 i tak rozyziat to zadanie jeden z uczniéw.

Na zagciach kétka matematycznego szukady uogdlnieniayzoru na ilosé takich
obszaréw w, gdy na okregu jestn punktow.

Na podstawie rysunkow stwierdzitny:

w, =1
w, =1
w, =2
w, =4
w, =8
w, =16
w, =31

Poszukujemy uogélnienia analizajrysunki. Stwierdzamy,e kazde dorysowanie
cicciwy bez przejcia przez punkt przegiia z inmy cigciwa zwigksza ilgé obszarow
0 1, natomiast kale przejcie przez punkt przegiia do kaca ckciwy lub nas¢pnego
punktu przecicia zwiksza ilg¢ obszarow o nagbna jedynk:.

Stad poniewa na pocatku jest 1 obszar natg do niego dodaliczbe cigciw i liczbe

n
punktéw przecicia tych ceciw. Liczba ceciw dana jest wzoreﬂ{zj , bo kadym dwom

réznym punktom jest przypogdkowana doktadnie 1 giiwa i jest to przypormdkowanie
wzajemnie jednoznaczne. Z kolei punktow przeiai jest tyle, ile rénych podzbioréw

- -7 7 - n .
czteroelementowych zawiera zbidpunktow czyll(LJ gdyz czterem rénym punktom

przyporadkowany jest wzajemnie jednoznacznie doktadnierjguenkt przecicia.
Otrzymujemy wec ogolnie:

w, =1
w, =1
2
w, =1+ =2
2
3
w, =1+ =1+3=4
2
n

n
w, =1+ + dan=4CnON

Mysle, ze warto szuk&ézada nadajcych seé do uogodlniania lub modyfikacii
i wykorzystywa je w pracy z mtodziey. Stopié trudngci musi by jednak
dobrany do zdolriei i umiejtnosci uczniéw.

Uczymy w ten sposéb umignosci stawiania i rozwgzywania problemow.

Inne propozycje zadado samodzielnej pracy:
1) lle pra-pra-pra-pra bab¢ i pra-pra-pra-pra dziadkéw ma trute n’?
2) Wieszanie firanek zawsze kojarzy mi iz zadaniem:



Jak powiest firanki, aby odstepy migdzy zabkami byty rowne ( w praktyce mniej
wiecej) i ile zabek do tego potrzebug? Mam okno szerokdci 3m, che aby odlegidci
mig¢dzy zabkami wynosity co najwyzej 10 cm. lle co najmniejzabek trzeba kupi¢ na to
okno ( nie odmierzapc)

3) lle dzielnikéw maja liczby 37, 64, 216, 540?

4) Oblicz wysokaé trapezu, jezeli suma diugdci jego przekatnych wynosi 4, a pole 2.

Wymysli¢ uogélnienia do tych zada
Zackgcam, aby pod tymdtem analizowéréwniez inne zadania z OMG .



