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Warszawa
Srodek ciezkosci uktadu punktéw z masami.

Definicja.
Punkt O jest $rodkiem cigzkosci ukladu punktéw z masami (X;, m;), wtedy i tylko wtedy, gdy

, N —
miOX1 +ma0OXg +---+m,,0X,, =0.

Oznaczenie. Fakt, ze punkt O jest $rodkiem ciezkosci powyzszego uktadu punktéw, bedziemy oznaczad
0= S((X17m1)7 (X25 m2)a SR (X'n; mn))

Twierdzenie 1.
Jezeli suma mas my +msg + - - - +m,, # 0, to Srodek ciezkosci ukladu (X;, m;) istnieje i jest jednoznacznie
WYZNnaczony.

Dowdéd.
Rozpatrzmy dowolne punkty O,Y spelniajace réwnanie:
— — —
— miY X +mYXo+...+m,YX,

YO = (1)
mp+ma+ -+ my

Punkty takie istnieja, poniewaz mozemy wzia¢ dowolny punkt Y, a punkt O uzyskamy przesuwajac punkt
Y o wektor, otrzymany po prawej stronie réwnania (1). Réwnanie to mozemy przeksztalci¢ kolejno do
postaci:

— -

(my+mo+--- —l—mn)O_i)/—leYXl +meYXo+ - 4+mYX, =0
- - .
m10X; +meOXo+ -+ +m,0X,, =0

Zatem punkt O jest poszukiwanym Srodkiem cigzkosci. Jezeli jakis punkt Y jest réwniez Srodkiem cigzkosci
rozpatrywanego uktadu punktéw, to z réwnania (1) wynika, ze Y = O, co dowodzi jednoznacznosci rodka
ciezkosci.

Twierdzenie 2. (o przegrupowywaniu).
Srodek ciezkosci sie nie zmieni jesli dowolny podzbiér punktéw, z rozpatrywanego ukladu, zastapimy ich
srodkiem ciezkosci z masa réwna sumie mas zastepowanych punktéow. Tzn.

S((X1,m1)y. .y (Xnymp)) = S((X1,m1)y oy (Xiymg)y (SUX kg1, Mkt1)s - - o5 (Xniy M)y Mgy - -+, M)

Dowédd.
Niech punkt O bedzie Srodkiem cigzkosci wszystkich punktéw, zas punkt O; Srodkiem ciezkosci pewnego
podzbioru tych punktéw. Zachodza réwnoéci:

|

s SN o
mi10X1 +m9OXg+---+m,,0X,, =0

oraz B
my101X1 + maO1Xo + -+ - + mp 01 X, = 0.

Chcemy udowodnié, ze zachodzi réwnos¢:

N . - N
(m1 +mgo + -+ mk)OOl + mk+1OXk+1 + mk+gOXk+2 +---4+m,0X,, =0.

— B —_— —
(m14+mg + -+ +mg)001 + (Mik410X )11 + Mps20 X0 + - + m,,0X,,) =

— —
= (m1 + mo —+ 4 mk)OOl + (m101X1 + m201X2 4+ -4 kale)+
N —_— —
+(Mr410 X441 + Mp20X o + - +m,, 0X,,) =
—  —— N s —
= m1(001 + 01X1) + mz(OOl + OlXQ) + -+ mk(OOl + Ole)+

———— ——— ——
+mp10Xp11 +mp 20X g0+ +mp0X,, =

|

—

mi10OX1 +mOXo+---+m,,0X,, =0



Zadania.

1.
2.

Wykazaé, ze S = S((A,a), (B, b)) nalezy do odcinka AB i dzieli go w stosunku AS : BS =b: a.
Udowodni¢ twierdzenie o srodkowych w tréjkacie.

Punkty K, L, M, N sa odpowiednio §rodkami bokéw AB, BC,CD, D A czworokata ABC D, za$ punkty
P i Q@ sa srodkami jego przekatnych. Pokazac, ze odcinki KM, LN i PQ maja wspolny srodek.

Punkty A, Bq,...,F sa odpowiednio srodkami bokéw AB, BC,..., FA szeSciokata ABCDEF.
Udowodnié, ze srodki ciezkosci tréjkatéw A;Cy Ey i By Dy Fy pokrywaja sie.

. Pokazad, ze jesli wielokat ma kilka osi symetrii, to przecinaja sie one w jednym punkcie.

Udowodni¢ twierdzenie Cevy.

Punkty K, L, M, N naleza odpowiednio do bokéw AB, BC,CD, DA czworokata ABC D. Wiadomo,
ze

AK _ DM BL AN _
KB MC LC ND
Odcinki KM i NL przecinaja sie w punkcie P. Udowodni¢, ze

3.

=« oraz

NP . KpP 3
—=a 1 —— =7.

PL PM

Trzy muchy chodza po obwodzie tréjkata w taki sposob, ze ich $rodek ciezkosci nie porusza sie.
Wiadomo, ze jedna z much przeszta caly obwdd. Udowodnié, ze $rodek ciezkosci much pokrywa sie
ze $rodkiem ciezkosci trojkata. Przyjmujemy, ze muchy maja réwne masy i pomijalne rozmiary.

Na okregu znajduje sie n punktow z jednakowymi masami. Punkt M jest Srodkiem cigzkosci pewnych
n — 2 sposrod tych punktow. Prosta k przechodzi przez M i jest prostopadla do prostej wyznaczonej
przez pozostate dwa punkty. Udowodnié, ze wszystkie takie proste k maja wspolny punkt.



Rozwigzania zadan.

1. Srodek ciezkoéci S spelnia réwnie

— — — —
aSA+bSB =0, czyli aSA = bBS.

—

Stad wynika, ze punkty A, S, B sa wspo6iliniowe oraz a\SA| = b|BS|. Przeksztalcajac otrzymujemy

SA_b
SB a
2. Rozpatrzmy uklad wierzchotkéw tréjkata (punkty A, B,C) z jednakowymi masami. Niech punkt
M = 5((A,m),(B,m)). Punkt M jest érodkiem boku AB. Zgodnie z twierdzeniem o przegrupowywa-
niu
S((A,m),(B,m),(C,m)) = S{(C,m),(M,2m)).
Wynika stad, ze Srodek ciezkosci lezy na srodkowej C M i dzieli ja w stosunku 2 : 1 liczac od punktu
C. Analogicznie dowodzimy, ze $rodek ciezkosci lezy na pozostatych srodkowych tréjkata i dzieli
kazda z nich w odpowiednim stosunku.

3. Rozpatrzmy uktad wierzchotkéw czworokata z jednakowymi masami i wyznaczmy $rodek ciezkosci
tego uktadu punktéw. Mozna to zrobié na kilka sposobéw, korzystajac z twierdzenia o przegrupowywa-
niu.

S((A,m),(B,m),(C,m),(D,m)) = S(K,2m),(M,2m) = S((L,2m), (N,2m)) = S((P,2m), (Q,2m)).
Zatem $érodek ciezkosci tego uktadu jest srodkiem kazdego z odcinkow KM, LN, PQ.

4. Rozpatrzmy uklad wierzchotkéw szesciokata z jednakowymi masami. Wyznaczmy $rodek ciezkosci
tego ukladu punktéw, grupujac je na dwa sposoby.

S((A,m),(B,m),...,(F,m)) = S((41,2m), (Cy,2m), (E1,2m)) = S((B1,2m), (D1, 2m), (F1,2m)).

Widzimy, ze $rodek ciezkosci uktadu wszystkich wierzchotkéw szesciokata pokrywa sie ze srodkami
ciezko$ci obu rozpatrywanych tréjkatow.

5. Rozpatrzmy uklad wierzchotkow wielokata z jednakowymi masami. O$ symetrii wielokata jest jed-
noczesnie osia symetri figury utworzonej z samych wierzchotkow. Zatem obrazem srodka cigzkosci
tego uktadu musi by¢ ten sam punkt. Stad kazda o$ symetrii musi przechodzi¢ przez Srodek ciezkosci
tego uktadu.

6. Punkty P, @, R naleza odpowiednio do bokéw BC,CA, AB trojkata ABC. Udowodnimy, ze proste
AP, BQ,CR przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

AR BP CQ

RB PC QA

Niech punkt S bedzie srodkiem ciezkosci nastepujacego uktadu punktow z masami:

_ cQ
§=5((4, QA) (B, 7) (€,1)).
Zuwazmy, ze cQ op
Q=5((4. 5. (C.1). P =S(B.55).(C.1)
7 twierdzenia o przegrupowywaniu wynika, ze
S((Q,1+ %) (B, CP)) oraz S=S8((P1+ C(7) (A, CQ))

QA QA
Zatem $rodek cigzkosci S jest punktem przecigcia prostych AP i BQ. S lezy takze na prostej CR
wtedy i tylko wtedy, gdy
cQ

).(B.50)).



To jest z kolei réwnowazne z réwnoscia

AR £
== = 2,
RB G4
a po przeksztalceniu z
AR BP €Q _
RB PC QA

. Rozpatrzy uktad punktéw z masami:
(4,1), (B, ), (C,ap), (D, ).
Srodek ciezkosci tego ukladu oznaczmy przez P'. Wykazemy, ze P’ = P. Zauwazmy, ze
K =5((A4,1),(B,a)), M=S5((D,p),(C,ap)), L=5(B,a),(C,af)), N=5(A1),(D,p)).
Stad, odpowiednio grupujac, widzimy, ze:
P'=S((K,a+1),(M,aB+ ),

oraz
P'=S((N,1+8),(L,a+ ap)).

Okazuje sie, ze punkt P’ lezy zaréwno na prostej KM jak i na prostej NL, czyli P’ = P.

Korzystajac z zadania 1 otrzymujemy

KP_aﬂ-i—ﬁ_ﬁ
PM  a+1 7
NP a+af

PL - 1+8 “

. Rozwazmy uktad punktéw z masami (X,1),(Y,2), gdzie punkt X jest polozeniem muchy, ktéra

przeszla caly obwdd, za$ punkt Y jest polozeniem Srodka ciezkosci pozostalych dwoch much. Punkt

Z = 5((X,1),(Y,2)) jest srodkiem ciezkosci wszystkich much. Zauwazmy, ze przy dowolnym poloze-
2

niu much, punkt Y nalezy do tréjkata ABC, oraz Z = Ji(Y). Jezeli X = A, tzn. wyrézniona

2
mucha znajduje sie w wierzchotku A tréjkata ABC, to Z = J3(Y). Stad Z nalezy do tréjkata
AB'C’ bedacego obrazem trojkata ABC w rozpatrywanej jednokladnosci. Rozpatrujac analogicznie
polozenia wyréznionej muchy w wierzchotkach B i C, wykazujemy, ze Srodek ciezkoséci Z nalezy takze
2
do tréjkatow A'BC" i A’BC’, bedacych obrazami tréjkata ABC odpowiednio w jednokladnocich J 3

2
i J3. Jedynym punktem wspélnym tréjkatéw AB'C',A’BC’,A'B'C' jest érodek ciezkosci tréjkata
ABC, co konczy dowod.

. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: O-srodek okregu, A, B-dwa wyréznione punkty, K-$rodek od-

cinaka AB, N-$rodek cigzkosci wszystkich n punktéow. Udowodnimy, ze punkt P, bedacy punktem

przeciecia prostej k z prosta ON jest staly (nie zalezy o wyboru punktéw A, B). Punkt K jest $rod-

kiem ciezkosci dwdch punktéw (A i B), punkt M jest srodkiem ciezkosci pozostalych n —2 punktéw.

Wiynika stad, ze sSrodek cigzkoSci wszystkich n punktéow lezy na odcinku N K i zachodzi réwnosé
NK n-—2

NM 2

Prosta k i prosta OK s prostopadte do prostej AB, wigc sa réwnolegle. Korzystajac z podobienstwa
tréjkatéw MNP i K NO otrzymujemy

NO NK n-2

NP NM 2

Poniewaz punkty O i N sg stale, to punkut P réwniez.



