Zbigniew Karczmarczyk
Prywatne Gimnazjum i Liceum im. Krélowej Jadwigilwblinie

O pewnym uogélnieniu nieréwndci Cauchy’ego — Schwarza —
Buniakowskiego i co z tego mze wynika¢

W programie konferencji znajdujezsieferat pani Urszuli Kapaly ,Zadania zachjace do uogoéinig’.
W nawizaniu do tego referatu chciatbym zaproponowitka uwag o dobrze znanej nierowieg ktéra
nietrudno mana uogoInt, nastgpnie z tego uogodlnienia wygnaé¢ kilka wnioskow.

Czytelnikowi dobrze znana jest nierOWhawana nieréwngcia Cauchy’ego — Schwarza —
Buniakowskiego, a mianowicie nieréwgo

(b, +a,b, +..+ab,f < (a2 +a2 +..+ a2 [b? +bZ +..+b?) (1)

prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych, a,,...,a,,b,,b,,...,.b,

Rownaé¢ w tej nierowndci jest wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczbbJ R taka,ze a, =t b,
dla kadego k=12,...,n

Chyba najbardziej znany dowdd tej nierovai@olega na stwierdzeniae funkcja
f(x)=(ax+b )’ +...+(a,x+b,)?, xOR przyjmuje wartéci nieujemne dla kalego xR,
a poniewa takze f(x)=(aZ +...+a2)x? +2(ab, +...+a b, )x+(bZ +...+b?) , wiecc wyranik tego
tréjmianu (o ile tylko aZ +...+a2 > Q jest niedodatni czyli,
A= 4[(a1bl +..+ahb ) - (af +...+ a,f)(bf +..+ bf)]s 0 skad wynika prawdziwéé nieréwndci (1).

Mniej znany jest inny dowod nierowéeo (1), ktéry chciatbym tu przypomriga metod uzyta w tym
dowodzie chciatbym wykorzystalo pokazania pewnych uogélhitej nierowndgci.
Wiadomoze dla dowolnych liczb rzeczywistyck y prawdziwa jest nieréwrié

WS%(x2+y2) (2)

ZatGmy, ze a,,...,a,,b,,...,b, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. & a, =0 dla kadego
k=1...n lub b, = 0 dla kadego k =1,...,n, to nierowné¢ (1) jest oczywicie prawdziwa.

Zatémy wigc, ze a’ +...+a2> >0 b> +..+b’ > 0. Niech A=,/a’+..+a> i B=,b?+..+b}.
_| kl

Przyjmupc X, =— iy, = | | dla ka&dego k =1,...,n istosujc do liczb x,,y, nierownéc (2)
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Dodagc te nierébwnéci stronami dlak =1,...,n otrzymujemy

otrzymujemy
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Skad wynika,ze

> la b= 1/235 Q/be :
k=1 k=1 k=1

Poniewa prawdziwa jest nierowrio

n
> ab
k=1

n
s;|ak|tlbk|,

wiec takze prawdziwe g nierdwngci
n n
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k=1 k=1

(B o(Ex) (8]

co kaiczy dowadd nierown<ei (1).

n
> ab
k=1

Zatémy terazze a,...,a,,b,....b,,c,,....c, sa dowolnymi liczbami dodatnimi. Niech

A=3a’+..+a’,B=3b’+..+b>, C=3/c’ +..+c’.

Stosujc znam nieréwngé¢ xyz < % Eﬂx3 +y° + 23), prawdziwy dla dowolnych liczb dodatnick v, z,

) a b C
doliczb x, =%, y, ==Xz =-X otrzymujem
KT A Y B'*°C ymujemy

3 3 3
A P 1 a_k3+b_g+c_k3 da k=1..n.
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Dodajc te nierdwnéci stronami otrzymujemy

czyli, ze

e o308



dla dowolnych liczb dodatnicta,,...,a,,b,,....b,,c,,....c

n

Metoda dowodu nieréwic (3) sugeruje mdiwosé¢ uzyskania nieréwniei od niej ogolniejszej.
Wiadomo,ze dla dowolnych liczb dodatnickx,,...,x, prawdziwa jest nierowrsé

k k
x, 0.0, < Tt X (4)

rownowana nierownéci miedzy srednia geometryczai sredni arytmetyczn dla k liczb dodatnich.

Rozwamy teraz liczby dodatniea,;, 8,184, 81, 8onseeey@opseees@yys Qense-r@yy | PrZYjmijmy, ze

, a, :
A, =Kak +a", +..+a, dla m=12..k orazze x,=—" dla i=1..,norazm=1...k.

k k
Stosujc nierownd¢ (4) do liczb x,,, m=1,...,k, otrzymujemyﬁD..Gle% %+...+%]

a dodajc te nierbwnéci stronami poi od 1 don otrzymujemy

a, 0., +.+a, 0.4, 1(aj+.+ay af +..+as )
A <t ; +..+ A =1

Otrzymujemy sid kolejno nierownéci

a, [.0ay, +...+a, .0, <iaf +..+a" O.0/af +..+af

(a, 0.y, +..+a, 0.0, ) < (aX +..+ak )o.dal +...+af )

co mana zapisékrétko

n

(Z %] sljZa?- (5)

=1

Z nierownéci (5) mana uzyska wiele ciekawych nierowrigi rozpatrugc szczegolne przypadki.
Kilka takich przypadkow rozpat¢zostawiagc czytelnikowi maliwosé¢ tworzenia innych.

1. Zal&my,zem<k, mON orazze



Wtedy nieréwnit (5) przyjmuje posta

gl e

W szczegolnai np. dlak=5 i m=2 otrzymujemy

(202 +..+a20?f < (a5 +..+a°f fo? +..+ b2 ).

2. Zaltémy,ze m<n i mON orazze

gdzie a,...,a,,b,...b, OR, .

Wtedy nieréwn& (5) przyjmuje posta

1=1

k k kok
m]a +(n-m)]b | < “ +(n-m)b* 7
mT]a -] <[]+ -] G
W szczegoélnai np. dlan=5 i m=2 otrzymujemy

(28,3, C..a, +30)b, O..0b, ) < (2a* + 30} ) 0. {2a% +30))

3. Zal&émy, ze

Sa ] <[Set )

co po prostych przeksztatceniach daje nieré&moiedzy sredni arytmetyczn asredni rzedu k dla n
liczb dodatnich a,,...,a,, @ mianowicie nierowrid

(8)

4. Mozemy nieco uogoliipoprzedni przyktad. Zahiny, zem<k, mON oraz,ze



gdzie a,,...,a, R, .Nierbwna¢ (5) przyjmuje wtedy posta
k m
dal'| <[ >a| m"
i=1 i=1

co po prostych przeksztatceniach daje nierééno

Z;‘a;“ ) ;af
= < = (9)

n n

czyli nierbwna¢ miedzy sredni rzedu m i éredni rzedu k, gdzie m<k, dla dowolnychn liczb dodatnich
a,..a,.

5. Zal@my, ze

gdzie a,...,a, R, .Nierébwna¢ (5) przyjmuje wtedy posta

(n—1+|ja1jk < lj(n—1+a1") (10)

6. Zal@emy,ze k=n oraz,ze
a; =a; dla j=1..,n i a; =1 dlai,j=1..,n takich,ze i # j, gdzie a,,..a, UR, .

Nierowna¢ (5) przyjmuje wtedy posta

a | < a’ +n-1 (11)
[z j [](e +n-1)
7. Jgli w nierébwnaci (11) przyjmiemya, =...= a, = a, gdzie a> 0, to otrzymamy kolejno nierowfa

(na)" < (a" +n-1)'
na<a"+n-1
a"2n(a-1)+1

Przyjmupc a=x+1, gdzie x> -1 (boa > 0) otrzymujemy znannieréwndé¢ Bernoulliego

(1+x)" 2 nx+1 (12)



8. Zal&my, ze

Ay =8y, Ay =8y, Ay T &,

a'21 = b1’a'22 = b2""’a2n = bn

g; =1ldlai=3,.. .k oraz j =1...,n, gdzie a,,...,a,,b,,...b, OR, .
Nieréowna¢ (5) przyjmuje teraz posta

PR

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy nier&éno

- k - k
Z:;aj >.b;

k i k
<

2.ab,
= <1 1= (13)

n n n

9. Przyjmujc w nierowngci (5)

A =&,y = 8,
A = bl""’aZn = bn
831 = Gyl =Gy
gdzie a;,b;,c; OR, dla j=1..,n za& pozostate wyrazy rowne 1 otrzymujemy niero¥ho

(e (BB B

a po przeksztatceniach

n n n n
k k k
Y.abc, 2 [2b [
j=1 k j=1 k j=1 k j=1
< (14)
n n n n

10. Uogolnimy powyszy przyktad zaktadag w nierowndci (5) ,ze m<k, mO N, oraz,ze
Qyg5eesB s Qg g e s @y U Ry, 28 @ =ldlai=m+1...kij=1..,n.

Otrzymujemy wtedy nierOwdto

3] <%

co po przeksztatceniach mma zapis&w postaci

n m
x[]a .

]:]_ 1=

== <

(15)




Tych 10 przyktadéw pokazuje jak z jednej@ogolnej nieréwnéci mozemy uzyskiwa nierbwndci juz
znane, hdz tez uzyskiwa nieréwndgci, ktore mog by¢ odkryciem dla ucznia. Zagbam do poszukiwania
nowych, ciekawych nieréwioi, ktore mana otrzyma z nierowngci (5).



