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O pewnym uogólnieniu nierówności Cauchy’ego – Schwarza – 
Buniakowskiego i co z tego moŜe wynikać 

 
 
    W programie konferencji znajduje się referat pani Urszuli Kapały „Zadania zachęcające do uogólnień”. 
W nawiązaniu do tego referatu chciałbym zaproponować kilka uwag o dobrze znanej nierówności, którą 
nietrudno moŜna uogólnić, następnie z tego uogólnienia wyciągnąć kilka wniosków. 

 
 
       Czytelnikowi dobrze znana jest nierówność zwana nierównością Cauchy’ego – Schwarza – 
Buniakowskiego, a mianowicie nierówność      
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prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych  .,...,,,,...,, 2121 nn bbbaaa  

      Równość w tej nierówności jest wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba  Rt ∈  taka, Ŝe  kk bta ⋅=  

dla kaŜdego  .,...,2,1 nk =  
      Chyba najbardziej znany dowód tej nierówności polega na stwierdzeniu, Ŝe funkcja  
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        Mniej znany jest inny dowód nierówności  (1), który chciałbym tu przypomnieć, a metodę uŜytą w tym 
dowodzie chciałbym wykorzystać do pokazania pewnych uogólnień tej nierówności. 
         Wiadomo, Ŝe dla dowolnych liczb rzeczywistych  x, y  prawdziwa jest nierówność      
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      Dodając te nierówności stronami dla  nk ,...,1=   otrzymujemy 
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Skąd wynika, Ŝe 
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    PoniewaŜ prawdziwa jest nierówność 
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więc takŜe prawdziwe są nierówności 
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co kończy dowód nierówności  (1). 
 
           ZałóŜmy teraz, Ŝe  nnn ccbbaa ,...,,,...,,,..., 111   są dowolnymi liczbami dodatnimi. Niech 
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        Stosując znaną nierówność  ( )333
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         Dodając te nierówności stronami otrzymujemy 
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skąd wynika, Ŝe 
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czyli, Ŝe  
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dla dowolnych liczb dodatnich  .,...,,,...,,,..., 111 nnn ccbbaa  

 
     
 
 
 
    
     Metoda dowodu nierówności  (3)  sugeruje moŜliwość uzyskania nierówności od niej ogólniejszej. 
Wiadomo, Ŝe dla dowolnych liczb dodatnich  kxx ,...,1   prawdziwa jest nierówność 
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równowaŜna nierówności między średnią geometryczną i średnią arytmetyczną dla  k  liczb dodatnich. 
 
      RozwaŜmy teraz liczby dodatnie  knkknn aaaaaaaaa ,...,,,...,,...,, ,,...,, 212222111211   i przyjmijmy, Ŝe 
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     Stosując nierówność  (4)  do liczb  kmxm ,...,1  , = ,  otrzymujemy  
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a dodając te nierówności stronami po  i  od 1 do  n otrzymujemy 
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    Otrzymujemy stąd kolejno nierówności 
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   co moŜna zapisać krótko 
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      Z nierówności  (5)   moŜna uzyskać wiele ciekawych nierówności rozpatrując szczególne przypadki. 
Kilka takich przypadków rozpatrzę zostawiając czytelnikowi moŜliwość tworzenia innych. 
 
1.  ZałóŜmy, Ŝe m < k, Nm ∈   oraz, Ŝe 
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        Wtedy nierówność  (5)  przyjmuje postać 
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    W szczególności np.  dla  k = 5  i  m = 2  otrzymujemy 
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2.  ZałóŜmy, Ŝe  m < n  i  Nm ∈   oraz, Ŝe 
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     Wtedy nierówność  (5)  przyjmuje postać 
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    W szczególności  np.  dla  n = 5  i  m = 2  otrzymujemy 
 

                          ( ) ( ) ( )k
k

k
k

kkk
kk bababbbaaa 32....32...3...2 112121 +⋅⋅+≤⋅⋅+⋅⋅  

 
3.  ZałóŜmy, Ŝe 
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       Wtedy nierówność  (5)  przyjmuje postać 
 

                                             1

11

−

==
⋅








≤










∑∑ k

n

j

k
j

k
n

j
j naa  

 
co po prostych przekształceniach daje nierówność między średnią arytmetyczną a średnią rzędu  k  dla  n  
liczb dodatnich  naa ,...,1 , a mianowicie nierówność 
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4.  MoŜemy nieco uogólnić poprzedni przykład.  ZałóŜmy, Ŝe m < k , Nm ∈  oraz, Ŝe 
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gdzie  .,...,1 +∈ Raa n  Nierówność  (5) przyjmuje wtedy postać    
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co po prostych przekształceniach daje nierówność 
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czyli nierówność między średnią rzędu  m  i średnią rzędu  k, gdzie  m < k,  dla dowolnych  n  liczb dodatnich 

naa ,...1 . 

 
5.  ZałóŜmy, Ŝe 
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gdzie  .,...,1 +∈ Raa k  Nierówność  (5) przyjmuje wtedy postać 
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6.  ZałóŜmy, Ŝe  k = n  oraz, Ŝe 
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Nierówność  (5)  przyjmuje wtedy postać 
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7.  Jeśli w nierówności  (11)  przyjmiemy  aaa n === ...1 , gdzie  a > 0, to otrzymamy kolejno nierówności 
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  Przyjmując  1+= xa , gdzie  x > -1 (bo a > 0)  otrzymujemy znaną nierówność Bernoulliego 
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8.  ZałóŜmy, Ŝe 
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          njkiaij ,...,1  oraz  ,...,3  dla  1 === , gdzie  .,...,,,..., 11 +∈ Rbbaa nn  

Nierówność  (5)  przyjmuje teraz postać 
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Po prostych przekształceniach otrzymujemy nierówność 
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9.  Przyjmując w nierówności  (5)   
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gdzie  njRcba jjj ,...,1  dla  ,, =∈ +   zaś pozostałe wyrazy równe 1 otrzymujemy nierówność 
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a po przekształceniach 
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10.  Uogólnimy powyŜszy przykład zakładając w nierówności  (5) , Ŝe  m < k, Nm ∈ , oraz, Ŝe 
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                Otrzymujemy wtedy nierówność 
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co po przekształceniach moŜna zapisać w postaci 
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   Tych  10  przykładów pokazuje jak z jednej dość ogólnej nierówności moŜemy uzyskiwać nierówności juŜ 
znane, bądź teŜ uzyskiwać nierówności, które mogą być odkryciem dla ucznia. Zachęcam do poszukiwania 
nowych, ciekawych nierówności, które moŜna otrzymać z nierówności  (5). 
 
 
 
 
 
          
 
          
 
 
    
 
             
 
 
 


