Henryk Pawtowski — IV LO, Tonlu

Od wzorow skréconego mnenia do klasycznych nierowneci

Uczac w szkole wzorow skroconego maemia, zaczynamy od dowodzenia dwoch

tozsamdci:
(1) (a+b)’=a®+2ab+b?
) (a-b)*=a®-2ab+b?
Nastpnie wywamy ich do przeksztalcania wyeh. Tym razem zrobmy z nich inny
uzytek. Dodajmy je stronami, a otrzymamy réwéda +b)’ + (a—b)? = 2(a2 + bz), a sid

nierownai¢ 2(a? +b?)= (a+b)® (bo (a—b)? = 0), czyli kolejno nieréwnéci:
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Lewa i prawa strona ostatniej nierownpto odpowiedniosrednia kwadratowa $rednia

arytmetyczna dwoch liczka i b. Warto przy tym zauwgé, ze érednie te g rowne,
gdy (a-b)’ =0, czyligdya=b.

Zatrzymajmy s przy tej nierownéci, zakladajc o liczbacha i b, ze @ one dodatnie.
Skoro ju wiemy, ze $rednia kwadratowa dwodch liczb rzeczywistyehi b (a wiec
w szczegolngci dodatnich) jest co najmniej rOwna icfredniej arytmetycznej, wc

dla dowolnych czterech liczb dodatnighb, c i d dostajemy:
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czyli podobn zaleznos¢ migedzy sredni kwadratove czterech liczb dodatnic b, ci d.

Stosujic ja do czterech liczb dodatniehb, ci artbtc , otrzymujemy kolejno nieréwroi:
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czyli ostatecznie nierowioé 3 > 3 wyrazajaca zaleznos¢ miedzy sredni

kwadratows i sSredni arytmetycza trzech liczb dodatnich, bi c.
Korzystapc z zaleénosci miedzy rozwaanymi srednimi dwoéch i czterech liczb

dodatnich, otrzymujemy dla dowolnyckmoiu liczb dodatniche,, a,, a,,..., 8, co nastpuje:
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I B 48 > % 7 as,czyll nierowndé¢ miedzy $rednia kwadratowy

i sredni arytmetyczn osmiu liczb dodatnich. Z kolei stosygj ja do émiu liczb dodatnich
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dostajemy kolejno nieréwioi:
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czyli ostatecznie zal®osé \/

migdzy srednp kwadratowy | sredni arytmetycza picciu liczb dodatnich.
Powtarzajc to rozumowanie dla 8 liczb dodatnich:
+a,+ta,+a,+ta, ta +a,+ta,+ta, +ta, ta
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otrzymamy nierowngci migdzy rozwaanymisrednimi dla széciu i siedmiu dowolnych liczb

dodatnich.

Zauwamy teraz, ze dla kadej liczby naturalnejn, jesli srednia kwadratowa
dowolnychn liczb dodatnich jest co najmniej rowna iéfedniej arytmetycznej, térednia
kwadratowa dowolnychrRliczb dodatnich jest co najmniej réwna itledniej arytmetycznej.

W samej rzeczy:
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Wobec tego nieréwré miedzy sredni arytmetyczia dowolnychn liczb dodatnich
mamy w przypadku, gdg jest potga dwojki. Niech wic n bedzie liczky naturala zawarg

miedzy dwiema kolejnymi pegami dwdjki, tzn. niech 2'<n<2* dla pewnego

naturalnegd. Stosujc udowodnion przed chwiy nieréwndé dla 2% liczb dodatnich



a+a,+..+a, a+a,+..+a, a+a,+..+a

a,,...,,a , :
% & " n n n

2X-n

otrzymujemy kolejno nieréwrigi:
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Zatem nierown@ miedzy srednig kwadratow i $rednp arytmetycza dowolnych

n liczb dodatnich mamy udowodnigula kadej liczby naturalney.

Powr@&my do zacytowanych na pagku tego artykutu tesamdci (1) i (2).
Tym razem odejmijmy je stronami (od (1) odejmujeni®)). Dostaniemy réwnd

(a+b)’ -(a-b)* =4ab, a z niej nieréwng 4ab<(a+b)’, ktéra jest réwnowma
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nierdwngaci abs( , Wyrazajacej



zalezno$¢ miedzy srednb geometrycza i srednia arytmetycza dwdch liczb nieujemnych
aib. Nierownag¢ ta oczywicie staje si rownascia, gdy (a - b)2 =0, czyligdya=b.

Stosugc dwukrotnie ¢ nierbwnaé¢ otrzymujemy dla dowolnych czterech liczb
nieujemnycha, b, ci d., co nas{puje:
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czyli zaleenos¢ migdzy sredna geometrycza i $redni arytmetycza czterech liczb

nieujemnycha, b, ci d.

a+b+c

Z nieréwndci tej, zastosowanej do liczb dodatniahb, c i , otrzymujemy
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Ostatnia nierbwn& wyraza zalenos¢ migdzy sredni arytmetyczn i sredng geometrycza
dowolnych trzech liczb dodatnich. Dowdd tej nier@aai w ogdinym przypadku dostajemy
tak, jak nierdwnéci miedzy sredni kwadratow i Sredni arytmetyczn.
Mamy wigc juz zaleznosci:
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migdzy srednimi: kwadratow, arytmetycza i geometrycza dowolnychn liczb dodatnich.
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Ostatnia z nich wyrea zalenos¢ migdzy srednh geometrycza i sredng harmonicza
dowolnych dwoch liczb dodatnictai b. Korzystaac z niej dwukrotnie, otrzymujemy

dla dowolnych czterech liczb dodatniahb, c, d, co nasfpuje:
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Ostatnia nierbwn&& wyraza zalenos¢ miedzy sredna geometrycza i sredni
harmoniczyg trzech liczb dodatnich. Uogdlnienie jej dla dowah n liczb dodatnich
uzyskujemy tak jak zammos¢ miedzy sredni kwadratowd i Sredni arytmetycza.

Tak wigc dla dowolnych n liczb dodatnich,, a,, ...,a, zachodz nierowndgci:

2 2
EX +"'+a“2a1+"'+a”2na1D..mn2+
n n 1, .1

Rozpatrzmy na koniec jeszcze jediatwa do sprawdzenia, fsamdac:
(3)  (ab, —ab,) +(ab; +a,b,)* =(a? + a2 b? +b2)
Z niej wynika nierOwnec:

(ab, +a,b,)? < (a2 +a2)b? +b2), gdy (ab, ~a,b,)? 20,

czyli nierébwna¢

ab, +a,b, < /(a2 +a2)q/(b? +b2).
Zachodzi ona oczyvtie dla dowolnych dwoch pe(al, a2) [ (bl,bz) liczb rzeczywistych.
Korzystahc z niej, otrzymujemy dla dowolnych dwéch tréjék, a,,a,) i (b;,b,,b;),
CO nastpuje:

ab, +a,b, +agb, =(ab, +a,b,)+ab, </a? +aZ O/b? +b? +ayb, <

<\l val +ai Oy +b b} =yal val val b b b

a wiec nierdwndgc:

ab, +ab, +ap, < laf +af +a7 ) 3(bf +b7 +b3).
Analogicznie dla dowolnych dwéch czwoéreka,,a,,a,,a,) i (b,b,,b,,b,) mamy

nieréwnaci:



ab, +a,b, +ab, +a,b, <\Ja? +aZ +aZ /b2 +bZ +b? +a,b, <

2 2
<\ai vaival vai Gybf vl +b: b} =yal vl +al +al Qb +b? +bF D}

a shd nierbwndc¢:

ab, +a,b, +ab, +a,b, < /a2 +aZ +a2 +a? O/b? +bZ +b? +b?.
| ogdlnie: dla dowolnych dwéch-ek (a,, a,,...,a,) i (b,b,,...,b,) liczb rzeczywistych

zachodzi nieréwni:
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ab +ab, +...+ab <Ja1 +a, +...+a; Eﬁk/bl +h; +...+b,

znana jako nieréwri¢ Cauchy’'ego — Buniakowskiego — Schwarza (lub przeektorych”
jakoC-B-S))



