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Niektore z licznych klopotéw z kwantyfikatorami
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Niektoére z licznych klopotéw z kwantyfikatorami

e Wykaz, ze dla dowolnej liczby n... — ,skoro dowolna, to wezmy n = 17

Klopoty z kwantyfikatorami 2 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Niektoére z licznych klopotéw z kwantyfikatorami
e Wykaz, ze dla dowolnej liczby n... — ,skoro dowolna, to wezmy n = 17

o Wykaz, ze dla kazdego tréjkgta... — ,mnajlepiej, jak jest réwnoboczny”
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e Wykaz, ze dla dowolnej liczby n... — ,skoro dowolna, to wezmy n = 17
o Wykaz, ze dla kazdego tréjkgta... — ,mnajlepiej, jak jest réwnoboczny”

o W trojkgcie danych jest 5 punktow... — ,rozwazmy punkty utozone tak...”
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Niektoére z licznych klopotéw z kwantyfikatorami

e Wykaz, ze dla dowolnej liczby n... — ,skoro dowolna, to wezmy n = 17
o Wykaz, ze dla kazdego tréjkgta... — ,mnajlepiej, jak jest réwnoboczny”

o W trojkgcie danych jest 5 punktow... — ,rozwazmy punkty utozone tak...”
e Wykaz, ze gracz A ma strategie wygrywajgcqg — ,wystarczy zagraé tak,

wtedy przeciwnik powinien zagrac¢ tak, na co gracz A odpowie tak i wygra”
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Niektoére z licznych klopotéw z kwantyfikatorami

e Wykaz, ze dla dowolnej liczby n... — ,skoro dowolna, to wezmy n = 17
o Wykaz, ze dla kazdego tréjkgta... — ,mnajlepiej, jak jest réwnoboczny”

o W trojkgcie danych jest 5 punktow... — ,rozwazmy punkty utozone tak...”
e Wykaz, ze gracz A ma strategie wygrywajgcqg — ,wystarczy zagraé tak,

wtedy przeciwnik powinien zagrac¢ tak, na co gracz A odpowie tak i wygra”

o Czy mozliwe jest...? —  sprobujmy tak... nie wyszlo, wiec nie da si¢”
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Niektore z licznych metod radzenia sobie z nimi
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Niektore z licznych metod radzenia sobie z nimi

e Metoda ekstremum
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Niektoére z licznych metod radzenia sobie z nimi
e Metoda ekstremum

e Suma wszystkich elementow lub wybranej czesci
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Niektoére z licznych metod radzenia sobie z nimi
e Metoda ekstremum
e Suma wszystkich elementow lub wybranej czesci

e Zasada szufladkowa Dirichleta

Klopoty z kwantyfikatorami 8 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Niektoére z licznych metod radzenia sobie z nimi
e Metoda ekstremum

e Suma wszystkich elementow lub wybranej czesci

e Zasada szufladkowa Dirichleta

e Metoda niezmiennikow
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Zadanie
Na nieskonczonej szachownicy stoi 1999 konikow szachowych. Udowodnij, ze
mozna sposrod nich wybra¢ 1000 takich, ze zadne dwa z nich si¢ nie atakuja.
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Zadanie
Na nieskonczonej szachownicy stoi 1999 konikéw szachowych. Udowodnij, ze
mozna sposrod nich wybra¢ 1000 takich, ze zadne dwa z nich si¢ nie atakuja.

Klopoty z kwantyfikatorami 4 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie
Na nieskonczonej szachownicy stoi 1999 konikéw szachowych. Udowodnij, ze
mozna sposrod nich wybra¢ 1000 takich, ze zadne dwa z nich si¢ nie atakuja.

Rozwigzanie

Na polach ktéregos koloru stoi wiecej konikow.
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Zadanie

Na nieskonczonej szachownicy stoi 1999 konikéw szachowych. Udowodnij, ze
mozna sposrod nich wybra¢ 1000 takich, ze zadne dwa z nich si¢ nie atakuja.

Rozwigzanie

Na polach ktéregos koloru stoi wiecej konikow.
Jest ich co najmniej 1000 i zadne dwa z nich si¢ nie atakuja.
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Zadanie
Na plaszezyznie narysowanych jest 1999 okregéw o promieniu /5 i o §rodkach

w punktach kratowych. Wykaz, ze mozna wybra¢ 1000 sposrod tych okregdw
tak, aby zaden nie przechodzit przez srodek zadnego innego.

Klopoty z kwantyfikatorami 5 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Na plaszezyznie narysowanych jest 1999 okregéw o promieniu /5 i o §rodkach
w punktach kratowych. Wykaz, ze mozna wybra¢ 1000 sposrod tych okregdw
tak, aby zaden nie przechodzit przez srodek zadnego innego.

Rozwigzanie
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Zadanie

Na plaszezyznie narysowanych jest 1999 okregéw o promieniu /5 i o §rodkach
w punktach kratowych. Wykaz, ze mozna wybra¢ 1000 sposrod tych okregdw
tak, aby zaden nie przechodzit przez srodek zadnego innego.

Rozwigzanie

Tak samo, jak w poprzednim zadaniu!
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Zadanie
Na kazdym polu szachownicy 101 x 101 siedzi zaba. Nagle wszystkie zaby skacza,

kazda na pole sasiadujace bokiem ze swoim dotychczasowym. Udowodnij, ze
w rezultacie na ktores pole trafig przynajmniej dwie zaby.
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Zadanie

Na kazdym polu szachownicy 101 x 101 siedzi zaba. Nagle wszystkie zaby skacza,
kazda na pole sasiadujace bokiem ze swoim dotychczasowym. Udowodnij, ze
w rezultacie na ktores pole trafig przynajmniej dwie zaby.

Rozwigzanie

Kazda zaba, skaczac, zmienia kolor pola.

Klopoty z kwantyfikatorami 6 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Na kazdym polu szachownicy 101 x 101 siedzi zaba. Nagle wszystkie zaby skacza,
kazda na pole sasiadujace bokiem ze swoim dotychczasowym. Udowodnij, ze
w rezultacie na ktores pole trafig przynajmniej dwie zaby.

Rozwigzanie

Kazda zaba, skaczac, zmienia kolor pola.
Jest wiecej pol czarnych niz biatych.
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Zadanie

Na kazdym polu szachownicy 101 x 101 siedzi zaba. Nagle wszystkie zaby skacza,
kazda na pole sasiadujace bokiem ze swoim dotychczasowym. Udowodnij, ze
w rezultacie na ktores pole trafig przynajmniej dwie zaby.

Rozwigzanie

Kazda zaba, skaczac, zmienia kolor pola.
Jest wiecej pol czarnych niz biatych.
Zaby 7z pol czarnych musza po skoku zmiesci¢ sie¢ na polach biatych.

Klopoty z kwantyfikatorami 6 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Wokot okragtej polanki rosnie 10 drzew. Poczatkowo na kazdym drzewie siedzi
malpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakujq, kazda na sasiednie drzewo.
Czy w pewnym momencie wszystkie malpy mogg znalez¢ sie na jednym drzewie?
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Zadanie

Wokot okragtej polanki rosnie 10 drzew. Poczatkowo na kazdym drzewie siedzi
malpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakujq, kazda na sasiednie drzewo.
Czy w pewnym momencie wszystkie malpy mogg znalez¢ sie na jednym drzewie?

Rozwigzanie

Na drzewach o numerach parzystych poczatkowo siedzi w sumie 5 maltp.
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Zadanie

Wokot okragtej polanki rosnie 10 drzew. Poczatkowo na kazdym drzewie siedzi
malpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakujq, kazda na sasiednie drzewo.
Czy w pewnym momencie wszystkie malpy mogg znalez¢ sie na jednym drzewie?

Rozwigzanie

Na drzewach o numerach parzystych poczatkowo siedzi w sumie 5 maltp.

Po kazdym skoku liczba ta zmienia si¢: —2, +2 lub 0.
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Zadanie

Wokot okragtej polanki rosnie 10 drzew. Poczatkowo na kazdym drzewie siedzi
malpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakujq, kazda na sasiednie drzewo.
Czy w pewnym momencie wszystkie malpy mogg znalez¢ sie na jednym drzewie?

Rozwigzanie

Na drzewach o numerach parzystych poczatkowo siedzi w sumie 5 maltp.

Po kazdym skoku liczba ta zmienia si¢: —2, +2 lub 0.
Zatem nigdy nie bedzie réwna 10 ani 0.
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Zadanie
Na tablicy napisano liczby od 1 do 2000. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze
by¢ 2017

Klopoty z kwantyfikatorami 8 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2000. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze
by¢ 2017

Rozwigzanie

Suma wszystkich liczb zmienia sig¢:

S—a—b+(a—Db)
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Zadanie

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2000. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze
by¢ 2017

Rozwigzanie

Suma wszystkich liczb zmienia sig¢:

S—a—b+(a—b)=S—2b
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Zadanie

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2000. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze
by¢ 2017

Rozwigzanie

Suma wszystkich liczb zmienia sig¢:
S—a—b+(a—0b) =5 —2b

ale nie zmienia sie jej parzystosc.
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Zadanie

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2000. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze
by¢ 2017

Rozwigzanie

Suma wszystkich liczb zmienia sig¢:
S—a—b+(a—0b) =5 —2b

ale nie zmienia sie jej parzystosc.

Poczatkowa suma jest parzysta, wiec koncowa liczba tez.
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Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?
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Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?

Rozwigzanie
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Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?

Rozwigzanie

liczba trojkatow - 180° = suma katow danego n-kata
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Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?

Rozwigzanie

liczba trojkatow - 180° = suma katow danego n-kata
Liczba trojkatéw nie zalezy od podziatu.

Klopoty z kwantyfikatorami 9 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?

Rozwigzanie

Mozna wigc wzia¢ swoj ulubiony podzial.

Klopoty z kwantyfikatorami 10 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Pewien n-kat wypukty podzielono na trojkaty, rysujac takie jego przekatne, ktore
sie nie przecinaja (ale moga mie¢ wspdélne konce). Ile trojkatoéw mozna w ten
sposob uzyskac?

Rozwigzanie

Mozna wigc wzia¢ swoj ulubiony podzial.
Liczba trojkatow = n — 2.
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

+
4-(a1+...+a20)< 20 - 42
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

+

4-(a1—|—...+a20)
4-(1+24...420)
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

_l_

4-(a1+...+a20)< 20 - 42

4-(1+2+...420) < 840
4210 < 840
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

_l_

4-(a1+...+a20)< 20 - 42

4-(1+2+...420) < 840
4210 < 840

Zatem we wszystkich nieréwnosciach zachodzi rownosé.
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

_l_

4-(a1+...+a20)< 20 - 42

4-(1+2+...420) < 840
4210 < 840

Zatem we wszystkich nieréwnosciach zachodzi rownosé.
a1+ as+as+as =42 =a9+ az+ a4 + as
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech
kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

_l_

4-(a1+...+a20)< 20 - 42

4-(1+2+...420) < 840
4210 < 840

Zatem we wszystkich nieréwnosciach zachodzi rownosé.
a1+ as + az + ay = 42 = as + az + a4 + as, czyli a1 = as.
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Zadanie (finat 111 OMG)

Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé¢ liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech

kolejnych wierchotkow suma ich numerow byta < 427

Rozwiagzanie 9

2

a1+ as+as+ag < 4
as+az+aqg+as <4

Zalozmy, ze mozna. Wtedy

asg +ai; + as + ag < 42

_l_

4-(a1+...+a20)< 20 - 42

4-(1+2+...420) < 840
4210 < 840

Zatem we wszystkich nieréwnosciach zachodzi rownosé.

a1+ as + az + ay = 42 = as + az + a4 + as, czyli a1 = as.

Sprzecznos$¢, bo a; to rézne liczby.
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Joann

a Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie (test VIII OMG)

Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty, dzielac go na cztery czesci.
(a) Czy ktoéras z nich musi mie¢ dlugosé > 1/5 7

(b) Czy suma dlugosci pewnych dwdch z nich musi by¢ > 1/2 7
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Zadanie (test VIII OMG)

Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty, dzielac go na cztery czesci.
(a) Czy ktoéras z nich musi mie¢ dlugosé > 1/5 7
(b) Czy suma dlugosci pewnych dwdch z nich musi by¢ > 1/2 7

Rozwigzanie

(a) Gdyby wszystkie < 1/5, to ich suma < 4/5 < 1.
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Zadanie (test VIII OMG)

Na odcinku dtugosci 1 wybrano trzy rézne punkty, dzielac go na cztery czesci.
(a) Czy ktoéras z nich musi mie¢ dlugosé > 1/5 7
(b) Czy suma dlugosci pewnych dwdch z nich musi by¢ > 1/2 7

Rozwigzanie
(a) Gdyby wszystkie < 1/5, to ich suma < 4/5 < 1.
(b) Gdyby a +b < 1/2 oraz ¢+ d < 1/2, to ich suma < 1.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 1
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 1
Jeden kolega — OK.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 1
Jeden kolega — OK.
Wiecej niz jeden kolega:

Istnieje kolega K;, ktory ma tyle paliwa, ze wystarczy na podroz do kolegi K.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 1
Jeden kolega — OK.
Wiecej niz jeden kolega:

Istnieje kolega K;, ktory ma tyle paliwa, ze wystarczy na podroz do kolegi K.
Niech K1 przeprowadzi sie, wraz ze swoim paliwem, do ;.

7, zatozenia indukcyjnego Fredek moze teraz wszystkich odwiedzi¢.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po caltym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wroci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 1
Jeden kolega — OK.
Wiecej niz jeden kolega:

Istnieje kolega K;, ktory ma tyle paliwa, ze wystarczy na podroz do kolegi K.
Niech K1 przeprowadzi sie, wraz ze swoim paliwem, do ;.

7, zatozenia indukcyjnego Fredek moze teraz wszystkich odwiedzi¢.
Gdy K1 wroci do siebie, podrdz nadal bedzie mozliwa (dzieki wyborowi K;).

Klopoty z kwantyfikatorami 13 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego 7z nich zatankowaé¢ (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka majg w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po catym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wréci
do punktu wyjscia.
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego 7z nich zatankowaé¢ (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka majg w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po catym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wréci
do punktu wyjscia.

Rozwigzanie 2
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkajg na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego 7z nich zatankowaé¢ (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka majg w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po catym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wréci
do punktu wyjscia.

\paliwo

-

Rozwigzanie 2

K5 droga

K1 K2 ¢ K4 \I K1
W

rysunek z Delty
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Zadanie (obdz naukowy OM 1999)

Koledzy Fredka mieszkajg na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢
i u kazdego 7z nich zatankowaé¢ (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka majg w sumie
dokladnie tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po catym
okregu. Udowodnij, ze Fredek moze rozpoczac¢ podroz od takiego kolegi, ze jadac
zegarowo po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegow 1 wréci
do punktu wyjscia.

\paliwo

-

Rozwigzanie 2

K5 droga

K1 K2 ¢ K4 \I K1
W

rysunek z Delty

Klopoty z kwantyfikatorami 15 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



|
|
I I
I I
I I
I | !

I |

| :

KS: 1 K5 droga
| L K4\ K1
K1 K2 /
TR
|
|

Klopoty z kwantyfikatorami 16 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zadanie

Na ptaszczyznie danych jest n punktow, przy czym odlegtosci pomiedzy nimi
sa rozne dla réznych par punktow. Kazdy punkt taczymy odcinkiem z jego
najblizszym sasiadem. Czy mozna otrzymacé¢ w ten sposob tamang zamknietg?
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Zadanie

Na ptaszczyznie danych jest n punktow, przy czym odlegtosci pomiedzy nimi
sa rozne dla réznych par punktow. Kazdy punkt taczymy odcinkiem z jego
najblizszym sasiadem. Czy mozna otrzymacé¢ w ten sposob tamang zamknietg?

Rozwigzanie

Zalozmy, ze tak. Niech AB bedzie jej najdiuzszym odcinkiem.
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Zadanie

Na ptaszczyznie danych jest n punktow, przy czym odlegtosci pomiedzy nimi
sa rozne dla réznych par punktow. Kazdy punkt taczymy odcinkiem z jego
najblizszym sasiadem. Czy mozna otrzymacé¢ w ten sposob tamang zamknietg?

Rozwigzanie

Zalozmy, ze tak. Niech AB bedzie jej najdiuzszym odcinkiem.

A B

Ani A nie zostal polaczony z B, ani B nie zostal potaczony z A.
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Zadanie

Pola nieskonczonej szachownicy wypetniono liczbami naturalnymi tak, ze liczba
na kazdym polu jest srednig arytmetyczna liczb z czterech sasiednich pol.
Udowodnij, ze liczby na wszystkich polach sg rowne.
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Zadanie

Pola nieskonczonej szachownicy wypetniono liczbami naturalnymi tak, ze liczba
na kazdym polu jest srednig arytmetyczna liczb z czterech sasiednich pol.
Udowodnij, ze liczby na wszystkich polach sg rowne.

Rozwigzanie

Rozwazmy pole z najmniejsza liczba.
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Zadanie

Pola nieskonczonej szachownicy wypetniono liczbami naturalnymi tak, ze liczba
na kazdym polu jest srednig arytmetyczna liczb z czterech sasiednich pol.
Udowodnij, ze liczby na wszystkich polach sg rowne.

Rozwigzanie

Rozwazmy pole z najmniejsza liczba.

Sasiednie pola musza mie¢ te same liczby.
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Zadanie

Pola nieskonczonej szachownicy wypetniono liczbami naturalnymi tak, ze liczba
na kazdym polu jest srednig arytmetyczna liczb z czterech sasiednich pol.
Udowodnij, ze liczby na wszystkich polach sg rowne.

Rozwigzanie

Rozwazmy pole z najmniejsza liczba.

Sasiednie pola musza mie¢ te same liczby.
Sasiadujace z nimi tez...
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.

Rozwigzanie

Podzielmy ich na dwie podgrupy tak, by liczba antypatii pomiedzy podgrupami
byta najwicksza mozliwa.
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.

Rozwigzanie

Podzielmy ich na dwie podgrupy tak, by liczba antypatii pomiedzy podgrupami
byta najwicksza mozliwa.

Zatoézmy, ze istnieje osoba, ktora ma w swojej podgrupie ponad potowe swych
WIOZOW.
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.

Rozwigzanie

Podzielmy ich na dwie podgrupy tak, by liczba antypatii pomiedzy podgrupami
byta najwicksza mozliwa.

Zatoézmy, ze istnieje osoba, ktora ma w swojej podgrupie ponad potowe swych
wrogéw. Przeniesmy te osobe do drugiej podgrupy.
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.

Rozwigzanie

Podzielmy ich na dwie podgrupy tak, by liczba antypatii pomiedzy podgrupami
byta najwicksza mozliwa.

Zatoézmy, ze istnieje osoba, ktora ma w swojej podgrupie ponad potowe swych
wrogéw. Przeniesmy te osobe do drugiej podgrupy.

Liczba antypatii pomiedzy podgrupami rosnie
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Zadanie

W pewnej grupie osob niektorzy sie wzajemnie nie lubig. Wykaz, ze mozna
te osoby podzieli¢ na dwie podgrupy tak, aby kazdy mial w swojej podgrupie
najwyzej potowe swych wrogow.

Rozwigzanie

Podzielmy ich na dwie podgrupy tak, by liczba antypatii pomiedzy podgrupami
byta najwicksza mozliwa.

Zatoézmy, ze istnieje osoba, ktora ma w swojej podgrupie ponad potowe swych
wrogéw. Przeniesmy te osobe do drugiej podgrupy.

Liczba antypatii pomiedzy podgrupami rosnie, sprzecznie z zalozeniem o jej
maksymalnosci.
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Zadanie
Kazdy punkt okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Wykaz, ze istnieje
trojkat rownoramienny, wpisany w ten okrag, o wierzchotkach jednego koloru.
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Zadanie
Kazdy punkt okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Wykaz, ze istnieje
trojkat rownoramienny, wpisany w ten okrag, o wierzchotkach jednego koloru.

Rozwigzanie
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Zadanie
Kazdy punkt okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Wykaz, ze istnieje
trojkat rownoramienny, wpisany w ten okrag, o wierzchotkach jednego koloru.

Rozwigzanie

Rozwazmy dowolny pieciokat foremny wpisany w dany okrag.
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Zadanie
Kazdy punkt okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Wykaz, ze istnieje
trojkat rownoramienny, wpisany w ten okrag, o wierzchotkach jednego koloru.

Rozwigzanie

Rozwazmy dowolny pieciokat foremny wpisany w dany okrag.

Pewne trzy jego wierzchotki sa tego samego koloru.
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs + ...+ PAjy = 100.
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs+ ...+ PAjy = 100.

Rozwigzanie

Py, P, — konce dowolnej srednicy:.
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs+ ...+ PAjy = 100.

Rozwigzanie

Py, P, — konce dowolnej srednicy:.

Wtedy A

(PLAL+ PLAs + ...+ PiAjy) +
+ (PQAl + P2A2 4+ ...+ PQAlOO)
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs+ ...+ PAjy = 100.

Rozwigzanie

Py, P, — konce dowolnej srednicy:.

Wtedy A
(PLAy + PAy 4 ...+ PiAj) +

-+ (PQAl + PoAs 4+ ...+ PQAlOO) =

> PP+ PP+... .+ PP
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs+ ...+ PAjy = 100.

Rozwigzanie

Py, P, — konce dowolnej srednicy:.

Wtedy A
(PLAy + PAy 4 ...+ PiAj) +
-+ (PQAl + PoAs 4+ ...+ PQAlOO) =
> PP+ PP+ ...+ P Py=200.
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Zadanie
Na plaszczyznie dany jest okragg o promieniu 1 i punkty Ai, Ao, ..., Aigo.
Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA;+ PAs + ...+ PAjy = 100.
Rozwigzanie
Py, P, — konce dowolnej srednicy:.

Wtedy A

(PLAy + PAy 4 ...+ PiAj) +
-+ (PQAl + PoAs 4+ ...+ PQAlOO) =
> PP+ PP+ ...+ P Py=200.

W ktoryms z nawiasow suma > 100.

Klopoty z kwantyfikatorami 22 Joanna Jaszunska, 26 X 2012



Zagadka na koniec

Cztery osoby chcg przejsé przez dziurawy most po ciemku. Majg do dyspozycji
jedna latarke, nikt nie moze i8¢ bez niej, latarke z powrotem zawsze kto$ musi
przenosic.

Wspélnie przez most mogg i5¢ najwyzej dwie osoby 1 idg wtedy w tempie
wolniejszej z nich.

e Pierwszej osobie pokonanie mostu zajmuje 10 minut,

e drugiej 5 minut,

e trzecie] 2 minuty;,

e czwarte] 1 minute.

W jakim najkrétszym czasie te osoby moga wszystkie przedostac sie przez most?
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Zagadka na koniec

Cztery osoby chcg przejsé przez dziurawy most po ciemku. Majg do dyspozycji
jedna latarke, nikt nie moze i8¢ bez niej, latarke z powrotem zawsze kto$ musi
przenosic.

Wspélnie przez most mogg i5¢ najwyzej dwie osoby 1 idg wtedy w tempie
wolniejszej z nich.

e Pierwszej osobie pokonanie mostu zajmuje 10 minut,

e drugiej 5 minut,

e trzecie] 2 minuty;,

e czwarte] 1 minute.

W jakim najkrétszym czasie te osoby moga wszystkie przedostac sie przez most?

»,Rozwigzanie”

,Najlepiej, jak najszybszy bedzie kolejno przeprowadzal pozostatych.”
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Zagadka na koniec

Cztery osoby chcg przejsé przez dziurawy most po ciemku. Majg do dyspozycji
jedna latarke, nikt nie moze i8¢ bez niej, latarke z powrotem zawsze kto$ musi
przenosic.

Wspélnie przez most mogg i5¢ najwyzej dwie osoby 1 idg wtedy w tempie
wolniejszej z nich.

e Pierwszej osobie pokonanie mostu zajmuje 10 minut,

e drugiej 5 minut,

e trzecie] 2 minuty;,

e czwarte] 1 minute.

W jakim najkrétszym czasie te osoby moga wszystkie przedostac sie przez most?

»,Rozwigzanie”

,Najlepiej, jak najszybszy bedzie kolejno przeprowadzal pozostatych.”

Da sie szybciej!
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wyktady otwarte
z matematyki

22 listopada 2012

Wiktor Bartol
Wycinanki-sktadanki,
czyli o mierze inaczej
Rafat Latata

Paradoksy w rachunku
prawdopodobieristwa
Witold Sadowski
Pierwiastek z 2

godz. 19:30, sala 107

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej

ul. Koszykowa 75

Szczegoty: www.csz.pw.edu.pl, J.Jaszunska@csz.pw.edu.pl.
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