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Inny styl uczenia matematyki ?  

• Traktujmy sklejanie brył z piłeczek jako   
a) zabawę, b) środek dydaktyczny, 
pomagający w nauce stereometrii,           
c) źródło zadań. Okaże się, że 
odpowiednie sklejenie wyeksponuje 
stosowne własności brył.  

d)  czy można inaczej? 
Brawo inżynierowie!  



Zrób sobie bryłkę 

…. i co dalej?  



Zadania dla uczniów  

 • Ile jest kul wewnętrznych (gdy sześcian sklejony 
jest z n3  piłeczek) ; z iloma kulami styka się kula 
wewnętrzna?  

• Pokaż kulki tworzące sześciokąt foremny, 
czworościan foremny. Ile ich jest?  

• (liceum) Oblicz, jaką część sześcianu obejmującego 
kule zajmują właśnie te kule.  

• Gdzie kapnąć klejem?  

• Ile razem jest sklejeń ?  
• Dla sześcianu z ośmiu piłeczek ….   



Obliczyć promień kuli wewnętrznej 

  

Odpowiedź  
(w dowolnym wymiarze):  

   ρ = (√n – 1 ) /4  



Czworościan i ośmiościan. 

Prostokąty w dwudziestościanie. 



Uroki klejenia 
• Najłatwiej czworościan. Cztery kulki w 

piramidkę ! 

• Zadanie: 

• Gdzie kapnąć klejem? 

• Jakie to zadanie  

•                 geometryczne?   

• Początek rozwiązania:  

• szerokość  

• geograficzna  0,  120, 2400   

 



Zadanie: na kulce wewnętrznej wyznaczyć jej punkty 
styczności z otaczającymi.  

Odp. Sześć punktów na równiku , λ = 0, 60, 120,180,  240, 300 o 

Pączki/pomarańcze północne: w punktach λ =   30, 150, 270o 

albo 90, 210, 330, natomiast φ = arccos( 1/√3) , ok. 55 o   



Zasady pracy naukowej  



Łatwo skleić coś w rodzaju 

torusa…pyzościan  



Możemy zbudować siedmiokąt foremny  



Kulki – Sklejenia + Dziury = 8-12+6=2 
 



Najpierw zgromadzić literaturę fachową 



Nie zrażać się niepowodzeniami 

!  



Końcowe obliczenia…  



Gęstość upakowania kul w przestrzeni 

Piramidka n-warstwowa. Liczba kul =       ,  

każda ma objętość  4/3 π   r3 



Hipoteza Keplera o najlepszym upakowaniu kul 
w przestrzeni, 1611,   i rozwiązanie (Hales, 

Fergusson, 1998)  







4-sympleks 



• Na jednym z następnych slajdów – 20-ścian 
sklejony tak, by stanowiło to pomoc do zadania:  

• Do przeciwległych wierzchołków 20-ścianu 
podłączono prąd. Wyliczyć opór zastępczy 
całego układu.  

•  Odległość elektryczna: …. Opór zastępczy ….  



Laplasjan dla piramidki z 10 kulek  



…. i macierz pseudoodwrotna… 



Dwudziestościan przygotowany do 
zadania o oporze elektrycznym  

Przepustowość: 5, 10, 5.  
10 wagonów do 
wysłania ze stacji dolnej 
do górnej. 
Na pierwszym odcinku 
jadą w czasie  2  (np. 
minuty) , na drugim 1, 
na trzecim 2 (minuty). 
10 wagonów  przesłane 
jest w czasie 4. 
Przepustowość 10/4, 
opór 4/10, czyli 2/5.  
 



Co widzisz na obrazku?  

• Poprzedni slajd może służyć do ilustracji 
twierdzenia Eulera:  

• Liczba kulek (12) – liczba sklejeń (30)  + liczba 
„dziur” (20) = 2  

• A także do ilustracji 

•  zadania  

• o musze i pająku 



Druciki kreatywne 



Promień małej kulki (wewnętrznej)   

• Pokombinujmy i na pewno wyjdzie ….  







Promień kul stycznych do naroży 



W wymiarze n …  



Co z tego?  

W kostce  
granica była 
nieskończona 



Dwunastościan 





Jak dobrać się do dwunastościanu? 



Fazy konstrukcji dwunastościanu  



Dla dwunastościanu  

o krawędzi   2/φ  i   

WEWNĘTRZNA 

• promieniu sfery 

•  opisanej √3 , mamy: 



Skleić taki dwunastościan….  



Czworościan 

„styczny” do 

dwudziestościanu 



Dwudziestościan i czworościan 

„opisany”  

 



Dwudziestościan i czworościan 

„opisany”  

 

1 
2 10 

9 

8 

7 

12 4 

3 

5 11 



Rany Julek, kosmici lądują……. 



Narysować siatkę tego UFO … 



Nie bójcie się, to jest nieduże…  



Inne bryłki  



Zadanie literackie. Życie na torusie  



Lato na półkuli północnej torusa  

 



Torus o obwodach 50000 i  25000 km 

 



Podsumowanie 
• 0) Inny styl uprawiania matematyki 
• 1) Techniczne i matematyczne  problemy 

sklejania  

• 2) Kombinatoryka: ile tego jest  

• 3) Wzajemne konfiguracja różnych brył 

• 4) Zadanie o kulach narożnych i kuli 
wewnętrznej – przejście do wyższych wymiarów 

• 5) Metryka elektryczna 

• 6) Pająk i mucha 

• 7) Gęstość upakowania kul w przestrzeni 

• 8) Życie na torusie 




