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Jednym z celéw statutowych Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
jest wspieranie i rozwijanie zainteresowan mlodziezy szkolnej w zakresie
matematyki. Zrodzila si¢ stad inicjatywa Zarzadu SEM uruchomienia
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Internetowego Kota Matematycznego dla gimnazjalistéw. Co miesiac — od
potowy sierpnia — publikowane sa na stronie internetowej

www.sem.edu.pl/omg/kolko.php

zestawy siedmiu zadan przypominajacych swoim charakterem zadania
konkursowe Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Kazdy zainteresowany
uczen (réwniez nauczyciel!) moze zapoznaé sie z treSciami zamieszczonych
zadan i sprébowacé je rozwiaza¢. Po dwéch tygodniach od ukazania si¢ zestawu
na stronie zamieszczane sg wskazéwki do zadan, a po kolejnych dwoch pelne
rozwigzania. Ponadto przed publikacja rozwiazan w kilkunastu miastach w calej
Polsce odbywaja sie spotkania, gdzie sa one omawiane. Lista miejsc wraz

z terminami spotkan znajduje sie na stronie kota.

W chwili pojawienia si¢ tego numeru Delty zamieszczone sa trzy zestawy

zadan oraz wskazowki i rozwigzania do pierwszych dwéch. Zachecajac
wszystkich zainteresowanych do zapoznania si¢ z zadaniami Internetowego Kota
Matematycznego, przedstawiamy dwa zadania wybrane z tych zestawow.

1. W pudetku znajduje sie 11 kul biatych i 11 kul niebieskich.
Jas 1 Malgosia grajg w nastepujacq gre, ktorg rozpoczyna
Malgosia. Wyjmugje ona z tego pudelka wybrane przez

siebie dwie kule. Jezeli wybierze kule jednakowego koloru,

to do pudetka doklada jednq kule biatq; jezeli wybierze

kule roznych koloréw, to doklada kule niebieskq. Nastepnie
swdj ruch, wedtug tych samych zasad, wykonuje Jas

i znow Malgosia, znow Jas itd., aZ w koncu w pudetku
zostanie tylko jedna kula. Jezeli ta kula bedzie biala,
wygrywa Malgosia. W przeciwnym razie wygrywa Jas. Czy
Malgosia moze tak prowadzi¢ te gre, aby wygrac? OdpowiedZ
uzasadnij.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze po kazdym ruchu liczba kul

w pudetku zmniejsza si¢ o 1 (gracz wybiera dwie kule,

a doklada jedna). Ponadto nie zmienia sie parzysto$é liczby
kul niebieskich. Rzeczywiscie — jezeli gracz wybierze dwie
kule biate, to doktada zamiast nich kule¢ biata, czyli liczba
kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie, a jezeli gracz
wybierze dwie kule niebieskie, to doktada zamiast nich
kule biala, czyli liczba kul niebieskich w pudetku zmniejsza
sie o 2. I wreszcie, gdy gracz wybierze dwie kule réznych
koloréw, to doktada zamiast nich kule niebieska, czyli liczba
kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie.

Na poczatku gry w pudetku byla nieparzysta (11) liczba
kul niebieskich, zatem jesli pozostanie w nim tylko
jedna kula, musi ona by¢ niebieska. Jak widaé, zawsze
wygrywa Jas.

Uwaga. Mozna to uzasadni¢ réwniez inaczej. Oznaczmy
kazda kule biala liczba +1, a kazda kule niebieska liczba —1.
Zauwazmy, ze po wykonaniu kazdego ruchu nie zmienia

sie iloczyn liczb przypisanych kulom znajdujacym sie

w pudetku. Jezeli bowiem wyjmujemy dwie kule biate lub
dwie kule niebieskie, to iloczyn liczb na tych kulach bedzie
rowny +1, czyli liczbie przypisanej kuli biatej. Zatem po
wyjeciu dwbch kul jednakowego koloru i dodaniu kuli biatej,
iloczyn liczb przypisanych kulom znajdujacym si¢ w pudetku
nie zmieni sie. Analogicznie, jezeli wybierzemy z pudetka
dwie kule réznych koloréw i dotozymy kule niebieska, to
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iloczyn liczb na kulach znajdujacych sie w pudeltku réwniez
nie zmieni sie. Oznacza to, ze iloczyn liczb na kulach na
poczatku gry jest réwny liczbie na ostatniej kuli. Iloczyn
jedenastu liczb 41 i jedenastu liczb —1 jest rowny —1, czyli
ostatnia kula w pudetku ma znak —1. Jest to zatem kula
niebieska.

2. Czy istniejg roine liczby pierwsze p, q i r, dla ktérych
liczba
(P+a)(g+r)(r+p)
pgr
jest liczbg calkowitq? Odpowied? uzasadnij.

P+ Qg +r)(r+p)

par
jest catkowita. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze

p < q < r. Liczba r jest pierwsza, wiec musi by¢ dzielnikiem
jednej z liczb p + q, ¢ + r, r + p. Gdyby liczba g + r byta
podzielna przez r, to przez r podzielna bylaby réwniez
liczba ¢, co nie jest mozliwe. Podobnie, gdyby liczba r 4+ p
byta podzielna przez r, to przez r podzielna bytaby réowniez
liczba p, co tez nie jest mozliwe. Wobec tego 7 |p + ¢
i w konsekwencji mamy

pt+q 2r

1«2 <= =2,
T T

Rozwigzanie. Zatézmy, ze liczba

p+q

Zatem liczba — jako liczba catkowita — musi by¢

rowna 1. Stad ugyskujemy p+q=r, co z kolei implikuje
réwnos$é p = 2 (w przeciwnym razie liczba r = p + ¢, jako
suma dwdch liczb nieparzystych, bytaby liczbg parzysta
wieksza od 2, czyli ztozona). Wobec tego p = 2 oraz
r=q+2.

Dany w treéci zadania utamek redukuje sie zatem do postaci
P+alg+r)(r+p) _ (2¢+2)(q+4) _

pqr 2q
Liczba ta jest catkowita tylko wtedy, gdy ¢ = 2, ale wtedy
q = p. Otrzymujemy sprzecznosé¢ z zatozeniem, ze liczby
p i q sa rézne. Tak wiec nie istniejg liczby p, ¢, r spelniajace
warunki zadania.
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