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Rysunek 1.

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz niech a>b. Rysujemy

pélokrag o srodku w punkcie C'i érednicy |AB|=a+b. Punkt E
1 b

lezy na odcinku AB i |[AE|=a. Wtedy |CD|= §|AB| = a—2|— .

7 twierdzenia o wysokosci trojkata prostokatnego, poprowa-

dzonej z wierzchotka kata prostego wynika, ze |EF|=+vab.

b —b
Zauwazmy, ze |CE|= a—2|— =27

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata CDE, otrzymujemy

b\ 2 _pN\2 2 p2
|DE|?=|CDP+|CE)?, czyli |DE|2:<Q; ) +(a2 ) :a; |

a’+b?
wiec |[DE| =1/ 5 Zauwazmy teraz, ze trojkaty EFL i CEF sa podobne. Zatem

|FL| |EF]| T |FL| Vab
= , czyli = .
EF| — |cF]” 7 Jab | a+tb
2
Stad uzyskujemy
2ab 2
IFL|= % — .
at+b 1 1
J— + —_
a b
Poniewaz
212
: +0b +b 2
|DE|>|CD|=|CF|>|EF|>|FL|, wigc {| - — > a2 >Vab > .
—_ + —_
a b
Rysunek 2. Y\ = ab
Niech a i b (a <b) beda liczbami dodatnimi. Zaznaczamy je na \5//{&
osiach ukladu wspoétrzednych (jak na rysunku). W tym samym —r—Sg ) ,
uktadzie wspolrzednych rysujemy krzywe o réwnaniach: :
y=z, c+y=a+b, zy=ab, z*+y®>=a*>+0b> H: \ N\ :
. . , G 1;2 +y2 — a2 +b2
Niech punkt (x.,y;) bedzie punktem wspélnym okregu : A :
22 +y? =a?+b% i prostej y =x. Wtedy A I e
a2+ b2 : z
3+ 13 =a’+b%, skad T =y = 7 - a o] @X&
N
Jesli punkt (x 4,y ,) jest punktem przeciecia prostych y=x i x+y=a+Db, to “x,
b
Tot+ry=a+b, czyli x,=y,= a;—

Niech teraz punkt (z,y.) bedzie punktem wspélnym prostej y == i hiperboli xy = ab.
Zatem . -x,=ab, skad v, =Vab.



a+b

Jezeli punkt (x,,y;) jest takim punktem hiperboli zy =ab, ze y,; =y, = 7 to
a+b 2ab 2
Ty 5 =ab, skad xH:a—l—b: 1
_+_
a b

Poniewaz =y >y, =7 4 > T5 > Ty, wiee dostajemy, ze

[ a2+ b2 b 2
a+ >a~|— >vab > .
2 2 1 1

a

Rysunek 3.

Niech a, b (a>b) beda liczbami dodatnimi. Na odcinku AB o dlu-
gosci |AB| = a obieramy taki punkt C, ze |BC|=b (jak na ry-
sunku).

Okrag o $rednicy AC' i érodku O jest styczny do prostej przecho-
dzacej przez punkt B w punkcie D. Wowczas

|OA|=|0C|=|0D|=

a—>b

oraz b b
a— a—+

b= .
2 + 2

Niech ponadto punkt F bedzie rzutem prostokatnym punktu D na odcinek AB, a punkt F'— wspdlnym
punktem okregu i prostej przechodzacej przez punkt O i prostopadtej do odcinka AB.

|0B| =|0C|+|BC| =

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa, zastosowanego do tréjkata O BD, otrzymujemy

b\ 2 —b\?
|BD|2:|OB|2—|OD|2:<“‘; ) —(a2 > _ ab,

a stad |BD|=+ab.
Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne OBD i BDE sa podobne, wiec stad mamy

|OB| |BD| i (BE| ]BD|2 ab 2ab 2
— CZ 1 = = = — .
BD| ~ |BE|” ¥ OB~ ath “atp 1 T
2 a
7 kolei z trojkata prostokatnego BOF mamy
—b\” b\*  a®+b?
o tort omt= (15°)'+ (52 -1
2 b2
czyli |BF|= a ;_

Poniewaz w tréjkacie prostokatnym najdtuzszym bokiem jest przeciwprostokatna, wiec z tréjkatow:
BDE, OBD, BOF mamy

1+1'
a b

2 4 p? b
\BF|>|0B|>|BD|>|BE|, czyli a;r >a; >Vab >



Rysunek 4.

Niech w trapezie ABCD, o podstawach AB i CD, bedzie spet-
niony warunek |AB|> |CD|. Na jego nieréwnolegltych bokach
AD i BC wybieramy odpowiednio takie punkty H,, G, A, K,
iH,, Gy, Ay, K,, ze odcinki H, H,, G,G,, A; A, 1 K| K, s row-
nolegte do podstaw trapezu oraz:

e Odcinek H,H, przechodzi przez punkt przecigcia przekatnych
AC i BD trapezu,

e trapezy ABG,G, i G;G,CD sa podobne,
e punkty A,, A, sa srodkami bokéw odpowiednio AD i BC,

o trapezy ABK,K, i K, K,CD maja réwne pola.
Na poczatku wykazemy, ze odcinki te sg potozone tak, jak na rysunku. Niech odcinek DFE bedzie
wysokoscig tego trapezu, ktéra odcinki: H, H,, G,G,, A; A,, K| K, przecina w punktach odpowiednio:
H,, G,, Ay, K,. Poniewaz punkty A, i A, sg srodkami ramion odpowiednio AD i BC trapezu, wigc
punkt A, jest érodkiem jego wysokosci DE.
Pola trapezow ABK,K, i K, K,CD sa réwne, wigc

|AB|+| K, K,|

2

| K K[ +]CD
2

"K0E|:

‘|K0D‘a
czyli
(|AB|+ |K1K2|) ' |K0E| = (|K1K2| +|CDJ)- |K0D|-
Poniewaz |AB| > |CD|, wiec musi by¢ |K E| <|K,D|, a stad |K,E| <|A E|, czyli |K,K,|>|A;A,|.
Gy D _ |GG,

Skoro trapezy ABG,G, i G,G,CD sa podobne, to =
2o GoEl  |AB|

wynika, ze |G, D| <|A,D|, czyli |G,G,| <|A;A,|.

<1. Zatem |G, D|< |G, E|, skad

G,G,| _ |CD)
AB| T 1G,G,"

|DG| _ |G, G| _ Vab E <1
|G,E|  |AB]  a  Va

skad dostajemy |G,G,| = Vab.

7 podobienstwa tych trapezéw wynika tez, ze

Ponadto

DH, b
Natomiast z podobienstwa trojkatow CDF i ABF wnioskujemy, ze ﬁ =—
0 a

DH,| _ IDG,|
[HoE| |G El
Gdyby byto |DH,| > |DG,|, to mielibyémy |H, E|<|G,E|, a stad

DHy| o DGyl DGyl i b b

|HE| ~ |HyE| = |G, E| a a
a to jest sprzeczne dla liczb z przedziatu (0;1), wiec |[DH,| <|DG,|. Z otrzymanej nieréwnoéci dosta-
jemy |H, H,| < |G,G,|.
Tym samym udowodnilidmy, ze | K, K,|>|A;A,| > |G,G,| > |H, H,|.

Dla liczb x z przedziatu (0;1) mamy x <+/x <1, wiec

Wyznaczymy teraz diugosci tych odcinkéw w zaleznosci od dlugosci a i b podstaw trapezu.

Przyjmijmy dodatkowe oznaczenia: S=P, s~ p, |KKy|=2, |K E|=h,, |K,D|=h,. Poniewaz trapezy
ABK,K, i K;K,CD maja réwne pola, wigc
S a+tx .S btx
5 =

= h 1 —

h,.
2 e 2 2 b



Stad

a+b a+b S S a+b)2+2z(a+b
S= (ho+hy) = ( )I ' ( )2 : : :
2 2 at+z btz 2ab+2x2+2x(a+Db)
5 5 . . a®+b?
Zatem 2ab+2x° = (a+0b), skad po prostych przeksztalceniach dostajemy x=|K,K,| = 7

Aby wyznaczy¢ dlugosé odcinka A, A, zauwazmy, ze wysokosci trapezow ABA, A, i AjA,CD sa
réowne i przyjmijmy oznaczenia |DA,|=hi|EAy|=h. Zatem

(a+b)-2h _ (a+|AA,|)-h n (b+|AA,])-h

= 2 2 ’
a stad
AA b+|A A
a+b= a—|—|21 2|+ +|21 2|, czyli 2(a+b)=a+b+2|A, A,
b
i ostatecznie |A; A,|= a—2|— :

Wezesniej wyznaczylismy |G,G,|=Vab.
Aby wyznaczy¢ dilugosé odcinka H, H, skorzystamy z podobiefistwa odpowiednich par tréjkatow.
Poniewaz trojkaty DH,F' i DAB sa podobne, wiec

|\H, F| a |DH,|
= kad |H,F|=a- .
A~ TpE =g
Z kolei z podobienstwa tréjkatéw CDF i ABF mamy
b DH b
= “ , a stad DA, = -
\DH,| |DE|—|DH,| |DE|  a+b
Zatem | |
DH, ab
H F|l=a- 0L — .
| 1 | a |DE’ a/‘l—b
_— : : ab . 2ab 2
Analogicznie wykazujemy, ze |H,F|=——. Ostatecznie |H, H,|=|H, F|+|H,F|= = .
a+b a+b l+l
a b

o . [a*+b* _ a+b 2
Poniewaz |K, K,| > |A;Ay| > |G,G,| > |H, H,|, wiec 5 >Vab > 4—

PR
Rysunek 5. U -
Niech @ i b (a > b) beda liczbami dodatnimi, NE
a odcinek AB o dlugosci |AB|=a+0b be- / ICE|=|0M] -},
dzie érednicg pétokregu o srodku O. Na odcin- ! C ‘nl
! :
ku AB wybieramy taki punkt M, ze |AM|=b. ‘D !
/
Punkt C jest punktem wspélnym poélokregu ' \ y
i prostej prostopadlej do odcinka AB i prze- ) A a K
chodzacej przez punkt M. Zatem N~ __,,:4/
b H
0C| = |0A| = “‘; .
Zauwazmy, ze A R B
0]
a+b a—b < b Jy a >

(OM| = |OA| —|AM| = b=

2



Z tréjkata prostokatnego OMC mamy |OC|? =|OM > +|CM|?, wiec

b\ 2 —b\?
‘CM|2:<Q—2|_ > _<a2 > , skad |CM]2:ab, czyli |CM|=Vab.

Prosta ¢ jest styczna do wykreslonego potokregu w punkcie C') ktéry jest srodkiem okregu o pro-

—b
mieniu dlugosci |CE|=|0OM|= GT. Tréjkat OCFE jest prostokatny. Stosujac do niego twierdzenie

Pitagorasa, otrzymujemy

a+b>2+<a—b)2_a2+b2 OF| = a® +b°

2 _ 2 2 _ .
OE]? = |0C*+|CE| _< ! . T i !

Niech D bedzie rzutem prostokatnym punktu M na prosta ¢. Zauwazmy, ze trojkaty CDM i OMC
sa podobne, wiec

IDM| |CM] IDM|  ab , 2ab 2
- Kk _ i [DM|=—2 — .
ou] ~joc] M gy T ags e et IPMI=0g 1.1
2 a b

Poniewaz |OE| > |OC|>|CM|>|DM]|, wiec

| a2+ b2 b 2
a“+ >a+ S /_ab> .
2 92 1 1
PR

a

Zauwazmy, ze z rOWnosci

IDM|  |CM|
ICM|  |OC|

wynika réwnosé¢ |CM|? =|DM|-|OC|, czyli |CM|=/|DM|-|OC|. Skoro

2 b
CM|=Vab, |DM|= ", |00\:“;r ,
_+_
a b
wiec
2 b
vab = ot .
1 1 2
_+_
a b



