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Geometrycznie o liczbach
tiukasz Bozyk

Dodatnia liczbe catkowita n mozna interpretowac jako pole pewnej figury sktadajacej sie
z n kwadratéw jednostkowych. Ten prosty pomyst pozwala w naturalny i elementarny sposob
znalez¢ jawne wzory na wyrazy pewnych ciggdéw oraz ujrze¢ zwigzki miedzy tymi ciggami.
Przyjmijmy oznaczenia

T,=1+243+...4(n—1)+n, (1)
Sp=T1+To+Ts+...+ T, 1+ T, (2)
K,=1+22+3+. . .+ (n—-1>%+n% (3)

(1) Ciag (7},) nazywa sie ciagiem liczb trdjkgtnych, wtasnie ze wzgledu na interpretacje
geometryczna pojawiajacych sie w nim liczb (rys. 1). Zauwazmy, ze z dwoch liczb trojkatnych
T,, mozna utozy¢ prostokat o wymiarach n x (n+ 1) (rys. 2). To oznacza, ze zachodzi réwnosé
2T, = n(n+ 1), czyli

n(n—+1
T, = 7( 5 ) (4)
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rys. 1 rys. 2

Powyzsze rozumowanie polegato na przedstawieniu pola pewnej figury, w tym wypadku pro-
stokata, na dwa sposoby i przyréwnaniu uzyskanych wynikéw. W ten sposob ciag okreslony
wzorem (1) okazal sie spetnia¢ takze zaleznosé¢ (4). Podobnie uzasadnimy kolejne wlasnosci.

(1) Rozwazmy sume poczatkowych n liczb nieparzystych (rys. 3). Mozemy zauwazy¢, ze
omawiana figura jest suma dwéch kolejnych liczb tréjkatnych (rys. 4), ktore z kolei da sie utozy¢
w taki sposéb, aby dopetniaty sie do kwadratu o boku n (rys. 5). Wobec tego

1+3+5+...+@2n—1) =T, + T, =n (5)
1
3
5 n
2n—1
< n_l >4 n > <T>
rys. 3 rys. 4 rys. 5

(1) Ciag (S,) okreslony wzorem (2), czyli ciag sum poczatkowych liczb tréjkatnych, by-
wa nazywany ciagiem liczb czworoSciennych. Jesli bowiem zamiast kwadratow jednostkowych
rozwazy¢ jednostkowe szesciany i liczbe naturalnag n utozsamic¢ z brytg o objetosci n zbudowa-
na z n takich sze$cianéw, to liczby S,, mozna przedstawi¢ jako przypominajace czworosciany
przestrzenne struktury (rys. 6), ktorych warstwami sa kolejne liczby tréjkatne.
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rys. 6 rys. 7

Do prowadzenia rozumowan w dwoch wymiarach wygodnie jest przedstawi¢ liczbe S,
jako n sklejonych ze soba coraz wiekszych liczb tréjkatnych (rys. 7). Do kazdego tréjkatnego
sktadnika mozemy doklei¢ drugi taki sam, uzyskujac tym samym przedstawienie liczby 2.5,, jako

sumy n prostokatéw (rys. 8).
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Rozwazmy figure, ktorej brakuje, aby uzupetnié¢ rysunek 8 do prostokata z rysunku 9. Jest
ona ztozona z n poziomych paskéw o wysokosci 1, ktorych dtugosci sa kolejnymi liczbami troj-
katnymi. Wobec tego cala omawiana figura ma powierzchnie .S,,. Skoro prostokat o wymiarach
T, x (n + 2) udalo si¢ przedstawié¢ jako sume trzech liczb S, to 35, = T,,(n + 2). Stad

rys. 8

5 - n(n—l—lé(n—i—Z)7 (6)

przy czym, aby otrzymaé ostatnia réwnosé, skorzystalismy ze wzoru (4).

(1v) Na rysunku 9 mozna ujrze¢ takze uzasadnienie réwnosci
l'n+2-n—1)43-n—=2)+...4+n-1=29,. (7)

Rzeczywiscie, suma po lewej stronie powyzszego wyrazenia odpowiada n prostokatom (rys. 10),
z ktorych zbudowany jest jeden ze sktadnikow S, przedstawionych na rysunku 9.
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(V) Rysunek 9 moze réwniez postuzyé do wyznaczenia wzoru jawnego na wyrazy ciggu
sum kwadratow (K,) okreslonego réwnoscia (3). Wyodrebnienie odpowiedniej czesci rysunku
(rys. 11) wraz ze wzorem (6) pozwala przekonaé sig, ze

(n—=1nn+1) nn+1)(n+2) nn+1)2n+1)

K,=S _,+8, = — .
1+ 6 - 6 6




(V1) Zajmiemy si¢ teraz wyprowadzeniem wzoru na sume
Ki+ Ko+ K3+ ...+ K,.

Chociaz naturalng geometryczng interpretacja powyzszego wyrazenia jest n liczb K, utozonych
od najmniejszej do najwiekszej (rys. 12), okazuje sie, ze warto narysowaé te sume inaczej.
Ustawmy mianowicie w porzadku niemalejacym nie cale liczby K, a ich mate kwadratowe
sktadniki. Wowcezas z dwéch takich figur mozna utozyé prostokat (rys. 13).
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rys. 13

Prostokat ten ma wysoko$¢ n+ 1, a jego szerokosc¢ jest réwna S, o czym mozemy przekonac sie
albo korzystajac ze wzoru (7), albo patrzac na rysunek 12 (przed zmiang kolejnosci sktadnikéw
szeroko$¢ figury byla taka sama). W zwiazku z tym

n(n+1)%(n +2)

2K i+ Ky+ Ks+...+K,)) = S,(n+1), skad Ki+Ko+Kz+...+K, = 5 }

(vil) Umiemy juz wyznaczy¢ wzor na sume kolejnych liczb naturalnych oraz sume kwa-
dratow kolejnych liczb naturalnych. Zajmijmy si¢ wiec suma szeScianow

P42 433+ 4+ (n—1)7>+nb

Do rozwazenia tej sumy na plaszezyznie skorzystamy z nastepujacej obserwacji: liczbe k% mozna
przedstawi¢ w postaci prostokata ztozonego z k kwadratéw o boku k, czyli prostokata o wy-
miarach k? x k. Wobec tego omawiang sume szescianéw mozemy zilustrowaé jako n takich
prostokatéw, utozonych jeden nad drugim (rys. 14).
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rys. 14

Korzystajac z réwnosci (5), podzielmy kazdy z prostokatnych paskéw k? x k na prostokaty
o szerokosciach bedacych kolejnymi liczbami tréjkatnymi Ty oraz Ty_; (przyjmujemy Ty = 0).
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Prostokaty uzyskane z podzialu mozemy potaczyé w dwie figury (rys. 15), ktére uzupelniaja
sie do kwadratu o boku 7;, (rys. 16).
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gdzie aby uzyskaé ostatnia réwnosé, skorzystaliSmy z tozsamosci (4).

Na zakonczenie proponujemy kilka zadan, do rozwigzania ktérych moga przydac sie opisa-
ne metody. Zachecamy réwniez do lektury artykutu Liczby trojkgtne ¢ czworoscienne, Gazetka
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw Kwadrat nr 11 (grudzien 2013).

1. Niech m, n beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Znalez¢ wartosci wyrazen:
a) Tsn — T — Th; c) 124+32+52+ ...+ (2n—1)%

b) 87T, + 1; d) Kpin — Ko — K.

2. Zmalezé zwiezty wzoér na wartosé sumy Sy + Sy + Sz + ...+ S,.

Wskazowka. Prostokaty odpowiadajace liczbom 35, takie jak pokazany na rysunku 9, mozna ultozyé
obok siebie i otrzymang figure uzupeli¢ do wiekszego prostokata.

n(n+1)(2n+ 1)

3. Wyprowadzi¢ wzor K, = jeszcze dwoma sposobami: korzystajac

z rysunkéw 17 i 18 oraz wykorzystujac interpretacje przestrzenna liczb K, (rys. 19).

rys. 19

rys. 17 rys. 18

Wskazéwka. Rysunek 17 przedstawia liczbe K, (zob. tozsamosé (5) i rys. 3). Po zmianie kolejnosci pieter
tej figury mozna uzupelnié ja do prostokata jeszcze dwiema sumami K, (rys. 18).

7 szesciu bryl przystajacych do przedstawionej na rysunku 19 mozna utozy¢ prostopadtoscian o wymia-
rach n x (n+1) x (2n+1).



