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Silnie i podzielnos¢

Wzér Legendre’a

Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Dla dowolnej liczby naturalnej n niech wy(n)
oznacza wyktadnik potegi liczby p w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze. Inaczej
mowiac:

wy(n) =k wtedy i tylko wtedy, gdy p* |n oraz p"*fn.

o= 5]~ 5] 3+

Zauwazmy, ze suma w powyzszym wzorze ma skonczenie wiele sktadnikow. Mianowicie,
jedli p" < n < p"t to

wen-El3)- B3+ 31

Wéwcezas mamy:

Zadania
L. . . .. (m+n)! .
1. Oczywiste jest to, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba —— Jest
m! - n!
! 2n)!
catkowita. Mianowicie M = men . W szczegdlnosci liczba (2n) jest
m! - n! m n!-n!
. ) D L (2n)! .
catkowita. Mozna udowodni¢ wiecej. Wykaz, ze liczba C,, = ————~—— jest cal-
n!-(n+1)!
kowita.
: : (2n)! - : : .
2. Liczby postaci D, = ————— na ogd6l nie sa catkowite. Mianowicie:
n!- (n+2)!
n: 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10
) 1 1 1 7 33 143 4199
Do 5 3 3 13 2 03 M 42 SR
Mi iki ia, 7 liczba 6D, — 6+ — et calkowita, Wykaz, 7
ianowniki sugeruja, ze liczba = 6 - ——— jest calkowita. az, ze
rzeczywiscie tak jest.
. . (2n)! . . . ..
3. Liczby postaci F,, = ————— na ogdl nie sa calkowite. Mianowicie:
n!- (n+3)!
n: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p,. i 1 111 3 1 143 g3 221 323
: 6 12 10 6 3 4 6 30 6 3
(2n)!

Mianowniki sugeruja, ze liczba 60F,, = 60 - ' jest calkowita. Wykaz, ze

n!- (n+ 3)
rzeczywiscie tak jest.
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@2n+k)! <2n+k;

W = ) oczywiscie sa catkowite. Liczby postaci

4. Liczby postaci

(2n+k)!
(n+ 1! (n+k)!

C taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

n

na ogot nie sa catkowite. Wykaz, ze nie istnieje liczba catkowita

C-(2n+1)!
(n+1)! (n+1)

' jest catkowita.
(2n +2)!
(n+ 1! (n+2)

(2n +5)!
(n+ 1! (n+5)

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba ' jest catkowita.

6. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 4 - ' jest catkowita.

(12n)!- n!
(6n)!- (4n)!- (3n)!

7. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba jest catkowita.

(6n)!- (2n)!
(4n)!- (3n)!-n!

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba jest catkowita.

9. (XIV MOM, zadanie 3)
(2m)! - (2n)!

m!-nl-(m+n)!

Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba jest

caltkowita.

Uwaga. Mozna udowodnic¢, ze

ml(?:f!).! (?SZ);)! - Zk: (=1)° <m2Tk) (n? k)

10. (Olimpiada Matematyczna USA, 1975 r.)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba

(5m)! - (5n)!
m!-nl-(3m+n)!- (m+ 3n)!

jest catkowita.

mn)!
(mn) ' jest catkowita.
n!

11. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba W
m)" -

12. (XLIII OM, zadanie 6 w zawodach III stopnia)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k!)¥”+#+1 jest dzielnikiem liczby
(k3)!.
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Rozwigzania zadan
. : : - (m+n)!
1. Oczywiste jest to, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczbha ——

(m+n)l  [(m+n
m!-n!

catkowita. Mianowicie ) W szczegdlnosei liczba

m n!-nl

catkowita. Mozna udowodni¢ wiecej. Wykaz, ze liczba C), =

kowita.
(m+n)!

m! - n!
jest catkowita. W tym celu pokaze, ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nie-

rownosé

Rozwigzanie. Udowodni¢ najpierw za pomoca wzoru Legendre’a, ze liczba

wy,(m!) + wy(n!) < wp,((m+n)!).

Mamy zatem pokazaé, ze

RN FEbM b u

k>1 k>1 k>1 k>1

Do tego wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej £ > 1 ma miejsce nieréw-

Jest to szczegdlny przypadek nieréwnosci

lz] + ly] < |z +yl,

ktora jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych = i y. To konczy dowdd.

2n)!
% jest catkowita. Tym razem mamy udowodnic,

ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nierdwnosé

Wykaze teraz, ze liczba C), =

wy(n!) +wp ((n+ 1)1 < wy((2n))),

czyli

> 2l =2

E>1 E>1 E>1

Do tego znéw wystarczy pokazac¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej k& > 1 ma miejsce

W tym celu udowodnie lemat, z ktérego dalej kilkakrotnie skorzystamy.
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Lemat. Jesli 0 < r < n oraz 0 < 2k <n, to
)< )
n n n

Dowéd. Poniewaz 0 < r < n, wiec

Mamy zatem pokazaé, ze

Jedli r + k < n, to oczywiscie

5

Przypus¢my zatem, ze r + k > n. Wowczas

IN
o
< |y
| E—

r+k<n+g<2n oraz 2r >2n—2k=n+ (n—2k) >n.

SRR

Powr6¢émy do rozwigzania naszego zadania. Niech teraz k > 11 podzielmy z reszta liczbe
n przez p":

Zatem

To konczy dowodd lematu.

n:q-pk+r oraz O§r<pk.

Wéwcezas
n q-pk+r T T
) =[5 = Lo e o )
n+1 g-pF+r+1 r+1 r+1
{p’“_:_ Pk J:{H g :qjﬂp’“J’
k
5] [ e 3]

Mamy zatem pokazac, ze

T r+1 2r
q—I— A +q+ % §2q+ - | >
D b D
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e [5e)= [5)

Ta nieréwnos¢ wynika natychmiast z lematu, gdyz

czyli

0<r<pt oraz 2-1=2<2F<p"

To konczy rozwiazanie zadania. Na zakonczenie zauwazmy jeszcze, ze znana jest inter-
pretacja kombinatoryczna liczb Catalana C,,. Zdefiniujmy nastepujacy zbior X. Bedzie
to zbiér ciagéw (x1, e, ..., Ta2,) dlugosci 2n o nastepujacych wlasnosciach:

® I1,%9,...,%T2, €{0,1},

e w ciagu (x1,2,...,T2,) wystepuje dokladnie n jedynek i n zer, czyli
X1+ X2+ ...+ Toy =N,

e dla kazdej liczby catkowitej k£ takiej, ze 1 < k < 2n liczba jedynek w ciagu
(z1,...,7k) jest niewieksza od liczby zer w tym ciagu. Inaczej méwiac:

1+ ...t <k—(r1+...4+zK),

czyli
21+ ...+ x,) < k.

C, = |X] = (27?) ) (nzfl)'

Wobwcezas

2n)!
2. Liczby postaci D,, = % na ogdl nie sa catkowite. Mianowicie:
n: 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10
D,: 5 5 35 1 2 g8 143 442 82
(2n)!

Mianowniki sugeruja, ze liczba 6D,, = 6 - ' jest catkowita. Wykaz, ze

n!-(n+2)
rzeczywiscie tak jest.

Rozwigzanie. Wykaze, ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nieréwnos¢
wy(n!) +wp ((n+2)!) < wy(6-(2n)!).
Niech najpierw p > 5. Wéwczas pt6, wiec wystarczy pokazad, ze

wy(n!) +wy ((n+2)!) < wy((2n))),
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czyli

SR 2] <2 E]

Do tego znéw wystarczy pokazac¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej k& > 1 ma miejsce

.

Tak jak w poprzednim zadaniu, dzielimy z reszta liczbe n przez p*:

n:q-pk+r oraz O§r<pk.

Wéwcezas
] = [ = o e = [
| = = 19T | =49 |
oF | = k oF
n -+ 2 q~pk+r+2J { r+2J {r+2J
= = |q+ =q+ ;
{ L pF pF p*
2n 2q-pk+2rJ { 2r LZTJ
ikl [ B S QR VR I VI il
{pk_ L pF pk pk

Mamy zatem pokazac, ze

czyli

Ta nieréwnos¢ wynika natychmiast z lematu, gdyz

0<r<p’ oraz 2-2=4<5<5"<pk.

Niech teraz p = 3. Mamy pokazac, ze
wz(n!) + ws((n +2)!) <ws(6-(2n)!) = w3(6) + w3 ((2n)!) =1+ ws((2n)!),

czyli

LI S RN

Wykaze najpierw, ze dla k£ > 2 ma miejsce nieréwnos¢

5+ 52 < |5
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Tak jak wyzej, dzielimy z reszta liczbe n przez 3*:

n=q-3"4+r oraz 0<r <3k

Wowczas
n q~3k+r T
= | el = ]
n—+ 2 q-3F+r42 r+2 r+2
il e R G5 RO 5
2n 2q - 3F 4 2r 2r 2r
5] - [ = e e [

Mamy zatem pokazac, ze

czyli
r r—+2 2r
L¥j+{3kJ§{¥J'
Ta nieréwnos¢ wynika natychmiast z lematu, gdyz

0<r<3F oraz 2-2=4<9=232<3F

Pozostaje do wykazania nieréwnos¢

)+ |75 =2 5]

czyli

Dzielimy z reszta liczbe n przez 3:

n=q-3+r oraz 0<r<3.

Wéwezas
{n g3+ _{erJ_ +V’J
37| 3 | T T3 T3
n+2 q-3+r+2 r+2
= || = + + )
{ 37| 3 J P 3 J { J
2n 2q-3+2r r
iy R ek Sl ) =
=[] = e g e 5]
) Q0
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Mamy zatem pokazaé, ze

r r4 2 2r
= — | <142 —
q+L3J+q+{ 3 J_ + q+{3J,

czyli

Mamy trzy przypadki.

e r = (. Wéwczas dowodzona nieréwnos¢ ma postac
0 n 2 <14 0
3 3]~ 3]’
czyli04+0<1+0.
e r = 1. Wowczas dowodzona nier6wnos¢ ma postac
1 n 3 <14 2
3 3|~ 3]’
czyi 0+1<1+40.
e r = 2. Wéwczas dowodzona nieréwnos¢ ma postac

HEEEH!

We wszystkich przypadkach dowodzona nier6wnos$é¢ okazala sie prawdziwa. Wreszcie
niech p = 2. Mamy pokazac, ze

czyi 0+1<1+1.

wa(n!) + wa((n +2)1) <wa(6-(2n)!) = w2 (6) + w2 ((2n)!) = 1+ wa((2n)!),

czyli

M EIED M EIES o]

E>1 E>1 E>1

Wykaze najpierw, ze dla k£ > 2 ma miejsce nieréwnos¢
n n—+2 2n
)+ "] =< [
Tak jak wyzej, dzielimy z reszta liczbe n przez 2F:

n:q~2k+r oraz O§r<2k.
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Woéowezas
n| q-2F+r B Tl r
7= || =l = et L5
n+2| q-2F+r+2 B r+2| r—+2
ok |~ 2k ST | T T |
2n 2q -2k + 2 2r 2r
= e ] e ]

Mamy zatem pokazaé, ze

r r—+2 <9 2r
o [ge| o+ |5 | <2 )

7+ |52 < 5]

Ta nieréwnos¢ wynika natychmiast z lematu, gdyz

czyli

0<r<2F oraz 2.2=4=292%<2k

Pozostaje do wykazania nieréwnos¢

)+ [ <1+ [

{gH”ﬂ nggJ.

Dzielimy z reszta liczbe n przez 2:

czyli

n=q-24+r oraz 0<r <2.

Wéwcezas
Ln g2+ _{ +TJ_ +VJ
ol T | 2 | T T2l T )
n+2| g 2+4r+2| +r+2 . 42
> | T | 2 1T T 2 |
2n 2q -2+ 2r 2r 2r
— | =|—| =12 — | =2 — .
3] [ pee e [3]

Mamy zatem pokazac, ze

r r+2 2r
— — | <142 —
q+L2J+q+{2J_ +q+{2J,
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r T+ 2 2r
— <1 — | =1+
{2J+{2J—+L2J T
e r = (. Wéwczas dowodzona nieréwnos¢ ma postac

3 21 ’

e r = 1. Wéwczas dowodzona nieréwnos¢ ma postac

L + 5 <1+1
2 2]~ ’
czyi O+1<1+1.

W obu przypadkach dowodzona nieréwnos¢ okazata sie prawdziwa. To konczy rozwia-
zanie zadania. Na zakonczenie zauwazmy jeszcze, ze ma miejsce réwnoscé

_6-(2n)! . (2n 2n 2n
6Dn_n!-(n+2)!_40n CnH_g(n) 4(n+1)+(n+2)’

z ktérej natychmiast wynika, ze liczba 6D,, jest catkowita.

czyli

Mamy trzy przypadki.

2n)!
3. Liczby postaci F, = L na ogdl nie sa catkowite. Mianowicie:
n!- (n+3)!
n: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D, - 1 1 1 1 1 3 11 143 13 221 323
n - 6 12 10 6 3 4 6 30 6 3
. o . (2n)! . . ..
Mianowniki sugeruja, ze liczba 60F,, = 60 - —————— jest catkowita. Wykaz, ze
n!-(n+ 3)!

rzeczywiscie tak jest.

Rozwigzanie. W tym rozwiazaniu powtarzamy gléwne pomysty z zadania poprzed-
niego. Dlatego pokaze tylko najwazniejsze kroki rozwiazania. Korzystajac z lematu
udowodnionego w rozwiazaniu pierwszego zadania, dowodzimy, ze jesli p jest liczba
pierwsza, k jest liczba calkowity taka, ze p* > 6 oraz 0 < r < p*, to

e [5)= [5)

Te zalozenia spelnione sg w nastepujacych przypadkach:
*p=T,
e p=>5oraz k > 2,
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e p=3oraz k > 2,
e p=2oraz k > 3.

Ponadto dowodzimy czterech nieréwnosci obejmujacych pozostate przypadki.
e Przypadek 1. Jesli p=5oraz 0 < r < 5, to

T r+3 2r
= <1 — .
F 52 = |5
Zauwazmy, ze 0 < r <4, czyli r + 3 < 7. Stad wynika, ze
r r+43 4 7 2r
- < |= -1 <04+1=1<1 — .
1[5 < 5]+ ) sovrr e+ 3]
e Przypadek 2. Jesli p=3 oraz 0 <r < 3, to
T r+3 2r
— <1 — .
5+ 52 =+ |5
Zauwazmy, ze 0 < r < 2, czyli r + 3 < 5. Stad wynika, ze
r r+3 2 ) 2r
- < |= -1 <04+1=1<1 — .
1+ [57) =[5+ [s) soerr e+ 5]
e Przypadek 3. Jedlip=2, k=1oraz 0 <r < 2, to
T r+3 2r
— <1 — .
B+ 52 =+ |5

Przeksztalcamy te nieréwnos$¢ w sposéb réwnowazny:
T r+1
- 1] <1
bJ#—{ 9 + J_ +r,
r r+1
— <
bJ * { 2 J ="
{T + 1J <r.
5 <
Jesli r = 0, to otrzymujemy nieréwnos$é¢ prawdziwa

o

Jesli zas r = 1, to otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé, takze prawdziwa:

s
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e Przypadek 4. Jedlip =2, k=2 oraz 0 <r < 4, to
r r+43 2r
- <1 — .
i+ ) < A
Poniewaz r < 3, wiec r + 3 < 6. Mamy wéwczas nieréwnos¢ prawdziwg
r r+3 3 6 2r
- < |- - < 1=1<1 — .
il [ = 3] ) sovr e 5]

To konczy rozwiazanie zadania. Na zakonczenie odnotujmy nastepujaca tozsamoscé, kto-
rej sprawdzenie pozostawie jako ¢wiczenie:

2 2
60, =10(2") —15( 2™ Ve ) ).
n n+1 n+2 n+3

Oczywiscie z tej rownosci wynika, ze liczba 60F),, jest catkowita.

2 k)! 2 k
(2n+ k) I = ( nt > oczywiscie sa catkowite. Liczby postaci
! n

4. Liczb staci ————
iczby po Wl (n+k

(2n+k)!
(n+ D! (n+k)

C taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

7 ha ogot nie sa catkowite. Wykaz, ze nie istnieje liczba catkowita

C-(2n+1)!
(n+ 1! (n+1)

' jest catkowita.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze taka liczba C' istnieje. Wybierzmy liczbe pierwsza p > C'
oraz przyjmijmy n = p — 1. Wowczas n + 1 = p oraz 2n + 1 = 2p — 1. Poniewaz liczba
C-2n+1)  C-(2p—1)
m+D!-(n+1)! p-p

jest catkowita, wiec

Oczywiscie
p p
ul) =3 | %] = 2] =1
=ilp P
oraz 5 1 5 1
p— p—
wp((zp—l)!):ZL . J: le
=L L P

(gdyz dla k > 2 mamy p* > p? > 2p — 1). Zatem

wy(p!) + wp(p!) =14+ 1 =2 < w,(C) +w,((2p — 1)!) = wy(C) + 1,
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czyli w,(C) > 1. To za$ oznacza, ze p | C, co jednak jest sprzeczne z wyborem liczby p.
Otrzymana sprzecznosé¢ konczy rozwiazanie zadania.

(2n +2)!
(n+1)!(n+2)

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba ' jest catkowita.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

(2n +2)!
(n+ 1) (n+2)!

= C1n—|—1

i teza wynika z zadania 1.

(2n +5)!
(n+ 1! (n+5)

6. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 4 - ' jest catkowita.

Rozwigzanie. Znéw pokaze tylko najwazniejsze kroki rozwiazania. Najpierw wykaze,
ze jedli p jest liczbg pierwsza, k jest liczba calkowita taka, ze p¥ > 5 oraz 0 < r < p*, to

r+1 r+5 < 2r+5
O A A e e
Jedli bowiem 7 + 5 < p*, to tym bardziej r + 1 < p¥ i otrzymujemy nieréwnosé

1 5 2 45
[ e [ movo=o= [
p p p

Jedli natomiast r +1 < p* <7 +5, tor < pF — 1, czyli
r+5 < pf 4 <pf 45 <pF 4 pF =2k

Zatem r + 5 < 2p* — 1, skad wynika, ze
1 5 2pF —1 5 2r+5
e e b RS S R ]
p p p p p
Wreszcie, jesli 7 + 1 > p¥, to r = p* — 1 (gdyz r < p¥). Wéwezas

r+1J V+5J kaJ V’“+4J {4J {3
+ == |+ — 141+ =240=2<2+ |2
{p’“ pk pk pF pk pk

[ - [ .

pk pk pF

J:

Przyjete wyzej zalozenia sa spelnione w nastepujacych przypadkach:
*p=5,
e p=3oraz k > 2,
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e p=2oraz k> 3.

W pozostatych przypadkach musimy udowodni¢ nastepujace nieréwnosci:

r+1 n r+95 < 2r+5,
3 3 3
e jeslip =2 oraz k =1 to,

r+1 r+5 2r+5
<1
= = B

e jesli p =2 oraz k =2, to

V—FlJ N V%—SJ <14 {2r+5J

4 4 - 4

Sprawdzenie tych trzech nieréwnosci pozostawie jako ¢wiczenie. Na tym zakoncze wska-
zo6wki do rozwiazania tego zadania. Dodam tylko, ze liczby, o ktérych mowa w tym
zadaniu, maja takze interesujaca interpretacje kombinatoryczna. Przypu$émy, ze mamy
wybory, w ktérych bierze udzial dwéch kandydatow. Jeden z nich wygrywa z przewaga
k gltoséw: on dostaje n + k glosow, jego konkurent n gloséw. Teraz zastanawiamy sie,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze w czasie liczenia gloséw (kartki wyborcze sa ogla-
dane po jednej) zwyciezca bedzie przez caly czas liczenia gloséw prowadzil (dokladniej:
przez caly czas bedzie mial co najmniej tyle gloséw co jego konkurent). Okazuje sie,
ze liczba ciagdéw (x1, T2, ..., Tontk), W ktérych jest n + k jedynek i n zer oraz takich,
ze dla kazdego poczatkowego odcinka (z1,...,x;) liczba jedynek w tym odcinku jest co
najmniej rowna liczbie zer, jest réwna

B _k=1/2n+k\ _ (2n+k\ (2n+k
"on41 n S \n+1 n )
Oczywiscie liczby B,, sa calkowite. Liczba, o ktéra chodzito w zadaniu, zostata wybrana

dla k = 5. Te liczby sa po angielsku nazywane ,ballot numbers” i pod ta nazwa mozna
znalez¢ wiele informacji o nich.

o jeslip=3oraz k=1, to

(12n)! - n!

7. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba (6n)!- (4n)! - (3n)

' jest catkowita.

Rozwigzanie. Wykaze, ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnej liczby pierwszej
P ma miejsce nierdwnosé

w, ((6n)!) + wy, ((4n)!) + w, ((3n)!) < wy((12n)!) + wy(n!).

Ze wzoru Legendre’a wynika, ze wystarczy udowodni¢ nieréwnosé

>k 2l 2l =2l 2

k>1 k>1 k>1 k>1 k>1
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Do tego wystarczy udowodnié, ze dla kazdej liczby £ > 1 ma miejsce nieréwnos¢

] L = ] L)

Udowodnie¢ w tym celu wiecej. Mianowicie pokaze, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
r ma miejsce nieréwnosé

|6x] + [4z]| + [3z] < [122] + | =] .
Niech zatem |z | = m, czyli z = m + r, gdzie 0 < r < 1. Mamy zatem pokazaé, ze
|6m + 61| + [4m +4r] + [3m + 3r| < |[12m + 12r| + |m + 7] .
Przeksztalémy te nieréwnosc:

|6m + 61| + [4m +4r] + [3m + 3r| < |12m + 12r| + |m + 7],
6m + [6r] +4m + |4r] +3m + |3r] < 12m+ [12r] + m + [r],
13m + |67] + [4r] + |3r] < 13m + [12r] + |r],
|67 + |4r]| + [3r] < [12r] + [r] .

Mamy zatem udowodnié¢, ze jesli 0 < r < 1, to
|67 + |4r]| + [3r]| < [12r] + |r],

czyli
|6r] + [47] + [3r] < [12r].

Niech zatem .
r= 1 + s,
. . . . . 1 , .
gdzie k jest liczbg catkowity taka, ze 0 < k < 12 oraz 0 < s < 15. Wowczas:

k
o 61 = 5 + 6s, czyli

Stad tatwo wynika, ze

k
o 4r = 3 + 4s, czyli

Stad tatwo wynika, ze

4r] = EJ
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k
o 3r = 1 + 3s, czyli

Stad tatwo wynika, ze

o 12r =k + 12s, czyli
E<12r <k+1.

Stad tatwo wynika, ze
|12r] = k.

Mamy zatem pokazaé, ze jesli k jest liczba catkowita oraz 0 < k < 11, to

E + E + E <k
2 3 4|~
W tym celu zauwazmy, ze

e i< 55 5) -3 o)

To koniczy rozwiazanie zadania.

(6n)!- (2n)!

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
(4n)!- (3n)!-

‘ jest catkowita.
n!

Rozwigzanie. Powtérze rozumowanie z poprzedniego zadania. Wykaze, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n i dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nieréwnosé

wy ((4n)!) + w, ((3n)!) + wy(n!) < wy((6n)!) + wy,((20)!).
Ze wzoru Legendre’a wynika, ze wystarczy udowodni¢ nieréwnosé
in 3n n 6m 2n
Sz 2 2 ]
k>1 k>1 k>1 k>1 k>1

Do tego wystarczy udowodni¢, ze dla kazdej liczby £ > 1 ma miejsce nieréwnosé

e G [ = ) [

Udowodnie w tym celu wiecej. Mianowicie pokaze, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
T ma miejsce nierownosé

|4z | + [3z] + |z < [6x] + |2z] .
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Niech zatem |z| = m, czyli z = m + r, gdzie 0 < r < 1. Mamy pokazaé, ze
[4m +4r| + [3m +3r] + [m+r] < |[6m +6r] + [2m + 2r] .
Przeksztalémy te nieréwnosc:

|[4m +4r| + [3m +3r] + |m +r|

dm + |4r] +3m + [3r] + m+ |r]

8m + [4r] + |3r] + [r] <

[4r] + [3r] + [r] <

Mamy zatem udowodnic¢, ze jesli 0 < r < 1, to

[4r] + [3r] + [r] < [6r] + [2r],

< |6m+6r| + |2m +2r],
< 6m+ [6r|+2m+ |2r],
8m + [6r] + |2r],
6] +[2r].

czyli
|4r| + |3r] < |6r] + |2r].

Jeszcze raz przyjmijmy

:E+S7

gdzie k jest liczbg catkowita taka, ze 0 < k <12 oraz 0 < s < % Wéwezas

o= (], = [E] o =[],

Ponadto w taki sam sposéb pokazujemy, ze

o= [£]

Mamy zatem pokazaé, ze jesli k jest liczba catkowita oraz 0 < k < 11, to

i)l =L2] + s

W tym celu sporzadzmy nastepujaca tabelke:

k 13l [5] L3+ 5] 3] (5] [3]+ 5]

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 1

3 0 1 1 0 1 1

4 1 1 2 0 2 2

) 1 1 2 0 2 2

6 1 2 3 1 3 4

7 1 2 3 1 3 4

8 2 2 4 1 4 )

9 2 3 5 1 4 )

10 2 3 5 1 ) 6

11 2 3 ) 1 5 6
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We wszystkich przypadkach okazato sie, ze dowodzona nieréwnoéé jest prawdziwa. To
koniczy rozwiagzanie zadania.

9. (XIV MOM, zadanie 3)

(2m)!- (2n)! 'jest

Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba
m!-nl-(m+n)!

catkowita.

Uwaga. Mozna udowodni¢, ze

i = S ) ()

Rozwigzanie. Wykaze, ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nieréwnosé
wy(ml) +wy(n!) +w, ((m +n)!) < w,((2m)!) +w, ((20))),

czyli

SRl s s E

Do tego wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej £ ma miejsce nieréwnosé

o) e 5 = )+ [

Ta nieréwnosc¢ jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci

lz] + [y] + [z +y] < [22] + [2y)

prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y. Udowodnie teraz te nieréwnosc.
Niech
] =k oraz |y| =1L

Zatem
r=k+s oraz y=1[0+t,

gdzie 0 < s,t < 1. Przeksztalcamy teraz dowodzong nieréwnosé:

\k+s]+l+t]+ [k+1+s+1t] <[2k+2s|+ |20+ 2¢],
k+[s|+1+t]+k+14[s+t] <2k+ [2s] + 20+ |2t],
2k + 21+ |s] + |t] + |s+t] <2k+20+ |2s]| + |2t],
ls] + [t] + [s+t] < |2s] + [2t],
s+t] < [2s]+|2t].
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Mamy zatem pokazaé, ze jesli 0 < s < 1loraz 0 <t <1, to
ls+t] < |[2s]+[2t].

Zauwazmy najpierw, ze s +t < 2. Stad wynika, ze [s+t] < 1. Mamy teraz dwa
przypadki.

e |s+t| =0. Woéwczas oczywiscie
[s+t] =0< [2s] + |2t] .
e |s+t] =1. Woéwczas s+t > 1, skad wynika, ze

s> lub t>

b

N | —
N | —

czyli
2s>1 lub 2t >1.

Zatem
25| >1 lub [2¢] > 1.

W obu przypadkach mamy
[s+t] =1<[2s] + |2t] .

To konczy rozwigzanie zadania.

Dowdéd tozsamosci wspomnianej w uwadze pokaze w dodatku do nastepnego wyktadu
o tozsamosciach kombinatorycznych.

10. (Olimpiada Matematyczna USA, 1975 r.)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba

(5m)!- (5n)!
m!-n!-(3m+n)!- (m+ 3n)!

jest catkowita.
Rozwigzanie. Wykaze, ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nieréwnos¢

wy,(m!) + wy(n!) + wy, ((Bm + n)!) + w, ((m + 3n)!) < w,((5m)!) + w,((5n)!),

czyli
m n 3m—+n m—+ 3n b5m 5n
IR PN IS EO M e B W o B [t
E>1 E>1 E>1 E>1 E>1 E>1
) (-1
AT (8B Sovarmpee
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Do tego wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej £ ma miejsce nieréwnosé

L e e o) 2

Ta nieréwnos¢ jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci

2] + ly] + [3z +y] + [z + 3y < [52] + [5y]

prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y. Udowodnie teraz te nieréwnosc.
Niech
] =k oraz |y| =1L

Zatem
r=k+s oraz y=1[0+t,

gdzie 0 < s,t < 1. Przeksztalcamy teraz dowodzong nieréwnos¢:
lk+s| 4+ [[4+t] + [3k+1+3s+1t] + [k +3l+s+3t] <|5k+5s] + |5l + 5t],
E+[s]+14+|t]+3k+1+[3s+t] +k+ 31+ |s+ 3t] <5k+ |5s| +5l+ [5t],
5k 450+ |s] 4 [t] + |35 +t] + |s + 3t] <5k 450+ |5s] + |5t],

|s|+ [t] + [3s+t] + s+ 3t] < |5s] + [5¢t],
|3s +t] + s+ 3t] < [5s] + |5t].

Mamy zatem pokazac, ze jesli 0 < s < 1oraz 0 <t <1, to

135 +t] + s +3t) < |5s] + |5t] .

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze s < t. Przypusémy teraz, ze s >
Wéwezas mamy 3 < bs < 5t, czyli

[SA{[9%)

|5s| + [5t] >3 +3=6.
7 drugiej strony
3s+t<34+1=4 oraz s+3t<1+4+3=4.

Zatem
|13s+t] 4+ |s+3t] <34+3=6<|5s]|+ |5t].

Przypusémy nastepnie, ze t < 2s. Wowcezas

3s+t<3s+2s=>5s oraz s+ 3t <t+ 3t =4t <5t

Zatem
135 +¢] + s +3t] < |5s] + [5t] .
) Q0
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Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, w ktorym s < % oraz t > 2s. Niech teraz

= — t:_
S 5+u oraz 5+w,

gdzie 0 < £ <4, 0<1<4,0< u< % oraz 0 < w < % Zauwazmy nastepnie, ze

z zalozenia s < % wynika, iz £ < 2. Mamy zatem nastepujace trzy przypadki.
e Przypadek 1. k£ = 0. Zatem s = u. Teraz mamy 5 mozliwosci.

*x | = 0. Wowczas t = w. Zatem

4 4
3s—|—t:3u—|—w<g oraz s+3t:u+3w<g.

Stad wynika, ze
3s+t| + [s+3t] =0+0=0< [5s] + |5t].

* | =1. Wowczas t = % + w, czyli 5t = 1 + bw. Zatem

1
3s—|—t:—+3u+w<§=1 oraz s+3t:§+u+3w<z<2.
5 5 5 5
Stad wynika, ze

13s+t] 4+ [s+3t] <O+1=1=5t] <|[bs| + |5t].

*

[ = 2. Wéwczas t = % + w, czyli bt = 2 + bw. Zatem

2 1
35+t:g+3u+w<g<2 oraz s+3t:g+u+3w<€0:2.

Stad wynika, ze

35+t + [s+3t] <1+1=2=[5t] < [5s] + |5t].

*

[ = 3. Wéwczas t = % + w, czyli bt = 3 + bw. Zatem

1
35+t:§+3u+w<g<2 oraz s+3t:§+u+3w<€3<3.

Stad wynika, ze
13s+t| + [s+3t] =1+2=3=|5t] <|5s|+ [5t].

* | = 4. Wowczas t = % ~+ w, czyli bt = 4 + Sw. Zatem

4 8 12 16
3s+t:g+3u+w<g<2 oraz s+3t:€+u+3w<€<4.
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Stad wynika, ze

3s+1t]+ [s+3t] =1+3=4=[5t] < |5s] + |5t].

e Przypadek 2. k£ = 1. Zatem s = é +u, czyli s > é 7 zalozenia t > 2s wynika, ze
t > %, czyli [ > 2. Teraz mamy 3 mozliwosci. We wszystkich mamy 5s = 1 + bu.

* | = 2. Wowczas t = % + w, czyli bt = 2 + Sw. Zatem

3 2 9 1 6
33—|—t:g—|—g+3u+w<g<2 oraz s+3t:g+g—|—u+3w<—<3.

Stad wynika, ze
13s+t| 4+ [s+3t] <142=3=|5s| + [5t].

* | = 3. Wowczas t = % + w, czyli bt = 3 + Sw. Zatem

3s+t 3+3+3+ <10 2 ora + 3t 1+9+ +3w < <3
s =—-+-+utw<< —= raz s =—-+-+u+3w< — .
5 b5 5) 5 b )

Stad wynika, ze
3s+t|+|s+3t] =1+2=3<[5s] + [5t].

* | = 4. Wowczas t = % + w, czyli bt = 4 + bw. Zatem

3 4 11 1 12
3s+t==-+-+3utw< —<3 oraz s+t =-+—+ut+3w< — <4.
5 5 5 5 b
Stad wynika, ze

3s+t| +|s+3t] =2+3=5<[5s] + [5t].

e Przypadek 3. k = 2. Zatem s = % +u, czyli s > % 7 zalozenia t > 2s wynika, ze
t> %, czyli [ > 4. Teraz mamy tylko jedna mozliwosé: [ = 4. Mamy wéwczas takze
598 = 2 + Hu.

* | =4. Wowczas t = % + w, czyli bt = 4 + bw. Zatem

3—|—t—6—|—4+3 + <14<3 —|—3t—2+12—|— +3 <18<4
stt=c+o+3utw< 4 oraz S =gt tutdw< o .

Stad wynika, ze

35 +t] 4+ [s+3t] <2+3
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We wszystkich przypadkach dowodzona nier6wnosé okazala sie prawdziwa. To konczy
rozwigzanie zadania.

(mn)!

——>— jest calkowita.
(mh)™ - n! )

11. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczba

Rozwigzanie. Wykaze, ze dla dowolnej liczby pierwszej p ma miejsce nieréwnos¢
n - wy(ml) + wy(nt) < w,((mn)!),

czyli
m n mn
DI
k>1 E>1 k>0

Sprobujemy zatem wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej £ > 1 ma miejsce nierownosé

Ll ] = 5

Okazuje si¢ jednak, ze tak by¢ nie musi. Popatrzmy na przyktad dla p = 2, m = 20 oraz
n = 15. Mamy wéwczas

2+ B+ )+ )+ s o+ 1SR LR o+ sl
150 + 7B 4+ 37 + 18 + 9 + 4 + 2 + 1,
2+ 13+ 1B+ %]
0 + 5 + 2 4+ 1,
150 + 7 4+ 30 + 15,
2]+ R+ 1R]
7T+ 3 + 1
Zauwazamy, ze
20 300
o 20 300
Ponadto 20 15 300

Dzieje sie tak dlatego, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem m. Zatem rozwazymy dwa
przypadki.

Przypadek 1. Liczba pierwsza p nie jest dzielnikiem m. Wtedy udowodnimy, ze

Ll Bl = 5
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Podzielmy z reszta obie liczby m i n przez p*:

m:pk~q+r oraz n:pk

-5+,
przy czym 1 < r < p¥ oraz 0 < t < p*. Wowczas
mn = p?* . qs + p* - (¢t + rs) + rt.

Zatem

mn| | p**-qs+pF-(gt+rs)+rt
] P

k rt
=|prgstagttrs+ —| =
p
k rt k
=p"-qs+qt+rs+ oF >p -qs+qt+rs.

Z drugiej strony:

Zatem

Chcemy zatem pokazaé, ze
ng+s Spk~qs+qt+rs.
Przeksztalémy te nieréwnos$¢ w sposéb réwnowazny:

(P*-s+1t)-q+s<p" gs+qt+rs,
pk'qs+qt+s§pk~qs+qt+rs,

s < rs.

Nierownosé s < rs jest oczywiscie prawdziwa, gdyz r > 1. To konczy dowdd nieréwnosci
w pierwszym przypadku.

Przypadek 2. Liczba pierwsza p jest dzielnikiem m. Niech m = p’ - d, przy czym p nie
jest dzielnikiem d. Najpierw udowodnimy, ze jesli 1 < k <, to

Bl L)

Mianowicie
l l

m p-d _ mn p'-d-n _

ok ok =p'™"-d oraz % :T:plk'd'n

P P p p
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m I—k mn
n-|—|=n-p -d:{—J.
{ka P

Nastepnie udowodnimy, ze jesli £ > [+ 1, to

[l L =]

Inaczej méwiac: jesli k > 1, to

]+ [ = [
n-|——- — | < |-
pltk pk pltk
Przeksztalémy te nieréwnosc:
! !
7 ) = [
el w7+t | —7% |
L,Hk pk pltk
d n dn

Ta ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa: to wynika z przypadku 1, gdyz liczba pierwsza
p nie jest dzielnikiem d. Udowodnione nieréwnosci koncza rozwiazanie zadania.

i stad

12. (XLIII OM, zadanie 6 w zawodach III stopnia)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k!)5”T++1 jest dzielnikiem liczby
(k3)!.

Rozwigzanie. Skorzystamy dwukrotnie z poprzedniego zadania. Przyjmijmy najpierw
m =n = k. Wéwczas stwierdzamy, ze liczba

k) (k- k)
(ENF+L — (EDE - k!

jest catkowita. Nastepnie przyjmijmy m = k? oraz n = k. Wéwczas z poprzedniego
zadania wynika, ze liczba

E) (K2-k)
((B2))" k()" R

jest catkowita. Stad wynika, ze liczba

(<k2>! ) I (G L N ) N ) N )
( ((

K1)k R0kt RDFHE (nF g (RDFFRRL (RO

jest catkowita. To konczy rozwiagzanie zadania.
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Dodatek

Czebyszew w dowodzie jednego ze swoich twierdzen wykorzystal nastepujacy fakt:

dla kazdej liczby naturalnej n liczba

(30n)! - n!
(15m)! - (10n)! - (6n)!

jest catkowita.

Up =

W zwiazku z tym zostal postawiony nastepujacy problem. Rozwazamy dwa ciagi
(a1,...,ar) oraz (by,..., b)),

ktérych wyrazy sa liczbami naturalnymi. Pytamy, ktére z takich ciagéw maja te wila-
snos¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

(aﬂl)! et (akn)'

jest catkowita. Problem ten jest w catosci rozwiazany dla | = k + 1. Rozwazamy zatem
liczby postaci
(an)!- ... (agn)!
(byn)! ... (bgn)! - (bgg1n)!
Okazalo sig, ze istnieja trzy serie takich ciagéw oraz 52 tzw. rozwiazania sporadyczne.
Popatrzmy najpierw na te trzy serie.

Seria 1. Niech r i s beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Wtedy pierwsza serie tworza
nastepujace ciagi dtugosci 11 2 (tzn. k = 1):

(a1) = (r+s) oraz (b1,by) = (r,s).
Inaczej méwiac, dla kazdej liczby naturalnej n liczby postaci

(rn + sn)!
(rn)!- (sn)!

sg catkowite. Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek liczb rozpatrywanych w zada-
niu 1.

Seria 2. Niech r i s beda dowolnymi liczbami naturalnymi takaimi, ze r > s. Wtedy
druga serie tworza na stepujace ciagi dlugosci 2 1 3 (tzn. k = 2):

(a1,a2) = (2r,s) oraz (b1, ba,b3) = (r,2s,17 — 3).
Inaczej méwiac, dla kazdej liczby naturalnej n liczby postaci
(2rn)!- (sn)!
(rn)!- (2sn)! - ((r — s)n)!
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sg catkowite. Te serie mozemy zapisa¢ nieco inaczej. Przyjmijmy t = r—s, czyli r = t+s.
Wéwcezas mozemy zapisa¢ oba ciagi w postaci:

(a1,a9) = (2s + 2t,s) oraz (b1, ba,b3) = (t+ s,2s,1).
Inaczej méwiac, dla kazdej liczby naturalnej n liczby postaci

((2s+2t)n)! - (sn)!
((t+ s)n)!- (2sn)! - (tn)!

sa catkowite. Zauwazmy, ze liczby wystepujace w zadaniu 8 pochodzily z tej serii (dla
t =11is=2). Ogolnie, liczby wystepujace w tej serii sa szczegblnymi przypadkami liczb
postaci:
(2m +2n)! - m!
n!-(m+n)-(2m)!"

Pozostawie, jako dos¢ tatwe éwiczenie, wykazanie, ze dla dowolnych liczb naturalnych
m i n powyzsze liczby sg catkowite. Glowny pomyst dowodu polega na wykazaniu nie-
réwnosci

lz] + [z +y] + [2y] <[22 +2y] + |y]

dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y.

Seria 3. Niech r i s beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Wtedy trzecia serie ciagdéw
tworza nastepujace ciagi dlugosci 2 i 3 (tzn. w tej serii takze k = 2):

(a1,a9) = (2r,2s) oraz (b1, b, bs) = (r,s,7+ $).
Inaczej méwiac, dla kazdej liczby naturalnej n liczby postaci

(2rn)!- (2sn)!
(rn)!- (sn)!- ((r + s)n)!

sg catkowite. Zauwazmy, ze sa to szczegdlne przypadki liczb wystepujacych w zadaniu 9.

Wreszcie popatrzmy na nastepujaca tabelke, w ktoérej zostaly zebrane wszystkie ciagi
sporadyczne. Zauwazmy, ze liczby wystepujace w zadaniu 7 znajduja sie¢ w tej tabelce
pod numerem 1. Liczby rozpatrywane przez Czebyszewa znajduja sie pod numerem 31.

Te tabelke przytaczam za praca:

Jonathan W. Bober, Factorial Ratios, Hypergeometric Series and a Family of Step Func-
tions (znaleziona w Internecie, z data na pracy: 3 lutego 2008 r.).
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Nr  (a1,...,ar) (b1,...,bk41) Nr  (a1,...,ax) (b1,...,bk41)
1 (12,1) (6, 4,3) 27 (15,4) (8,6,5)
2 (12,3,2)  (6,6,4,1) 28 (30,5,4)  (15,10,8,6)
3 (12,1) (8,3,2) 29 (15,2) (10, 4, 3)
1 (12,3) (8,6,1) 30 (30,3,2)  (15,10,6,4)
5 (12,3) (6,5,4) 31 (30,1) (15,10, 6)
6 (12,5 (10,4, 3) 32 (15,2) (10,6,1)
7 (18,1) 9,6, 4) 33 (15,7) (14,5, 3)
8 (9,2) (6,4,1) 34 (30,5,3)  (15,10,7,6)
9 (9,4) (8,3,2) 35 (30,5,3)  (15,12,10,1)
10 (18,4,3)  (9,8,6,2) 36 (15,6,1)  (12,5,3,2)
11 (9,1) (5,3,2) 37 (15,1) (8,5,3)
12 (18,5,3) (10,9, 6,1) 38 (30,5,3,2) (15,10,8,6,1)
13 (18,4) (12,9,1) 30 (20,3) (12,10, 1)
14 (12,2) (9,4,1) 40 (20,6,1) (12,10,3,2)
15 (18,2) 9,6,5) 41 (20,1) (10,8, 3)
16 (10,6) 9,5, 2) 42 (20,3,2)  (10,8,6,1)
17 (14,3) (9,7,1) 43 (20,1) (10,7, 4)
18 (18,3,2)  (9,7,6,1) 44 (20,7,2)  (14,10,4,1)
19 (12,2) (7,4,3) 45 (20,3) (10,9, 4)
20  (14,6,4)  (12,7,3,2) 46 (20,9,6)  (18,10,4,3)
21 (14,1) (7,5,3) AT (24,1) (12,8, 5)
22 (10,6,1) (7,5,3,2) 48 (24,5,2) (12,10,8,1)
23 (15,1) 9,5,2) 49 (24,4,1) (12,8,7,2)
24 (30,9,5)  (18,15,10,1) 50 (24,7,4)  (14,12,8,1)
25 (15,4) (12,5,2) 51 (24,4,3) (12,9,8,2)
2%  (30,5,4) (15,12, 10, 2) 52 (24,9,6,4)  (18,12,8,3,2)

Na zakonczenie zasygnalizuje inne sposoby wykazania, ze liczby rozwazane w zadaniach
sg catkowite. Zaczne od liczb rozpatrywanych przez Catalana:

(2m)! - (2n)!
m!-n!-(m+n)!’

Cmn:

I

Wéwezas mozna dosé tatwo pokazaé, ze

CYm,O - (2m>7
m

Cm,n+1 - 4Cm,n - Cm—l—l,n-

Stad tatwo wynika przez indukcje, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczby C,, ,,
sg catkowite.

Nastepnie popatrzmy na liczby bedace tematem zadania E3107 (w czasopi$mie The
American Mathematical Monthly, vol. 92, No 8 (Oct. 1985), s. 591, rozwiazanie: vol. 95,

MINISTERSTWO @v Stowarzyszenie Qr,; Fundacja
EDUKACJI na rzecz Edukacji
NAROB)CL/VEJ V@V Matematycznej

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw jest wspéifinansowana ze srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku



Wojciech Guzicki: Seminarium OMG, Warszawa, 25 kwietnia 2015 r.

29

No 1 (Jan. 1988), s. 53-54), zaproponowanego przez I. Gessela:

o (2m +2n)! - m!
Tl (m4 )l (2m)!

Ot6z mozna udowodnicé, ze

2
GO,TL = ( n)7
n

Gm,n = 4Cym,n—l + Gm—l,n-

Stad takze tatwo wynika przez indukcje, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n liczby

Gm,n sa catkowite.

Mozna takze udowodni¢, ze

n n
26N (m+n—k—1\_o, ok 2m+k -1\ 2n —k\
. (4
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Tozsamosci kombinatoryczne

Dowody algebraiczne i kombinatoryczne

Sumy skonczone

n
Zak=a0+a1+a2+...+an

k=0
n+1 n n n+1 n n
E agp—1 = E ag E Agt1 = E ag E akzg An—k
k=1 k=0 k=0 k=1 k=0 k=0
n k n n
§ Ak.m = § § Ak m
k=0 m=0 m=0 k=m

Kilka przydatnych wielomianéw

Wzér dwumianowy Newtona:

g n n—kik __ n n n n—1 n n—212 n n __ n
;_()(k)a b —<O)a +(1)a b+(2>a b +...+<n)b = (a+0)

Po podstawieniach a = 1, b = x oraz a = x, b = 1 otrzymamy nastepujace réwnosci
wielomianéw:

g (Z)”Tk N (73) " @“ (Z)x2+~--+ (Z)w = (142"
3 (1)t = (1) (Do (oo () = vy

Suma skonczonego ciagu geometrycznego:

o a”tl — 1
Zak:1+a+a2+...+a”:7
k=0

a—1
Po podstawieniu a = 1 + = otrzymamy:

n

(1+z)" -1 1 - 1 (& /n+1
S (1+a)t = 0ra) 1 25'((1+w)+—1)=5~<z< . )xk—1>:

k=0 k=0
n+1 n+1 n
1 n+1\ .\ n+1\ , 1 n+1\ .
_E<Z(k>w>_z<k>x =2 (y1)?
k=1 k=1 k=0

Ostatecznie otrzymujemy nastepujacg réwnos¢ wielomiandw:

zn:(1+x)’“:i (Zii)m’“
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Udowodnij nastepujace tozsamosci kombinatoryczne (przy odpowiednio dobranych za-

lozeniach):
n
()=
n

(&) w .I—‘
G A/~
/N > 3 o 3
ST NG N
~— I
! N =
S 3
R s
> 3
R
—_ =
~_
(@] tb N
A~
> 3 3
~—— =
P —
3#‘\_/
N |
I P
P
3 3 | 3
< -
A/~ —
[
A~
S 3 =3
~ —

11. 12.

13 m n _(m+n 14 " /n 2 B 2n
) k r—%k) r k)  \n
k=0 k=0
15. k’(Z = n2"! 16. k(k—1) (Z) =n(n—1)2"?

|
() w503
|

o 5 (- (00 NGy
a Soen()=(r) = 2005

> Seal)-(7) o E-(D)

n—m iy k 1 ‘
25. Z (nm )(m) - (2:%—:_ 1) Zycze powodzenia!

k=m
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Dowody algebraiczne

1. Podstawianie i poré6wnywanie wspo6tczynnikow

W tozsamosci

Igo (Z):ck - (g) + (T):H (Z)x2+...+ (Z)x” = (1+a2)"

podstawiamy x = 0. Otrzymujemy réwnos¢

n
= 1. 1
() 1)
W tozsamosci

,i_o (Z> = (g) ot (T) S (g)w”‘Q +o (Z) = (z+1)"

takze podstawiamy x = 0. Otrzymujemy rownosé

(Z) — 1. 2)

i (Z) "= (@) = (4"

k=0

Nastepnie w sumie

zmieniamy kolejno$¢ sumowania:

Mamy zatem réwnosé
" /n - n
E k _ n __ k
k=0 k=0

Poréwnujac wspélezynniki przy «* dla k = 0,1,2,...,n, otrzymujemy tozsamosé

()= <3>

Nastepnie zauwazmy, ze

1I+z)"=0+2)-1+2)"=0+2)" +z(1+z)"
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Mamy zatem nastepujaca rownos$é¢ wielomianow:

n+1 n n
1
2 (n}: )wk = (1+2)"™ = (1+2)" +2(1+2)" = (Z)xk” (Z)xk -
k=0

k=0 k=0 —
n n n n+1
BB SO B )

SR 56 ()
= 1+§ ((Z) + (kﬁl>) k4 gL

Poréwnujac wspétezynniki stojace przy =¥ dla k = 1,2, ..., n, otrzymujemy tozsamosé

()= () +(2) 2

Dowody tozsamosci podanych w zadaniach 5 i 6 przedstawie w rozdziale o pochodnych
wielomianéw.

Nastepnie w tozsamosci

éo (Z)xk = (g) + (T)an (Z)m2+...+ (Z)m” = (1+2)"

podstawiamy najpierw xz = 1, a potem x = 2. Otrzymujemy nastepujace tozsamosci

kombinatoryczne:
n n
n n
= =1+ =2" 7
(1) =2 (3)r=a+y )
k=0 k=0
oraz
" /n
> (1) = vy =an ®)
k=0
Wreszcie w tej samej tozsamosci podstawiamy z = —1 oraz z = —2. Otrzymujemy

nastepujace tozsamosci kombinatoryczne:

S u(3)=a-vr=0=o )

(jesli n > 0) oraz

0t (3)2 = -2 = o (10)

k=0
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Przejdziemy nastepnie do dowodu tozsamoséci z zadania 11. W tym celu wezZmy zespo-
lony, nierzeczywisty pierwiastek trzeciego stopnia z jednosci:

3 =1.

Wtedy ¢ jest pierwiastkiem réwnania 22> —1 = 0, czyli (z —1)(z%? +x+1) = 0. Poniewaz
¢ jest pierwiastkiem nierzeczywistym, wiec € # 1. Stad wynika, ze € spelnia rownanie

e?+e+1=0.
Obliczymy teraz dwoma sposobami sume
(140930 4 (1 4+ £1)3 + (14 £2)%
Najpierw skorzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona:

T+ + (1 +eh) + (14" =

£ £

k=0 k=0 k=0
3n
3
= (:)(5 +eF + &)
k=0

Popatrzmy teraz, jak wygladaja sumy
14k 42

dla réznych k. Oczywiscie dla liczb k podzielnych przez 3 dodajemy do siebie trzy
jedynki. Zatem suma jest rowna 3. Niech teraz k = 3l + 1. Wtedy

1+t =14+ . c+e.2=14c+2=0.

Podobnie dla k£ = 3] + 2 stwierdzimy, ze ta suma jest rowna 0. Zatem, kontynuujac
przerwane obliczenia, dostajemy

;§<3£)(50+6k +e?t) = 23@2) - 3-;”:_0 @Z)

Nastepnie obliczymy te samag sume bez odwolywania sie¢ do wzoru Newtona. Mamy
wtedy:

T+ + (1+eh) + (14" =
=(1+1)%"+(1+e)* +(1+e*)" =

)’ + ()" =

1>3n 6n ( 1)3n€3n —

+ (=
+ (=
=27+ (=1)"()" + (1) ()" =
+ (=
2.

— 23n

— 23n

=27 4 (=)' + (-1)" =
:23n+ ( 1>n
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W tym dowodzie korzystaliSmy z oczywistych réwnosci:
(-1)*" =(=1)", 1+e=—€? 1+&%>=—c

Poréwnujac wyniki obu obliczen, otrzymamy:

" 3n
3. =84+ 2. (—1)"
kzzo(gk) Lo (-1,

z”: (2:) _ 8" +23; (=" ()

k=0

czyli ostatecznie

Liczby zespolone wykorzystamy takze w dowodzie tozsamo$ci z zadania 12. Tym razem
obliczymy sume

(1 + 1)100 _ (1 _ 1)100 _ l . (1 + 1)100 + 1 . (1 _ i)loo.
Oczywiscie
(1+ 110 =219 oraz (1 1)1 =0.
Nastepnie zauwazmy, ze

1+ = (1+1)?) = (1+2i+1%)% = (20)2 = —4

(1 — 1)4 _ ((1 . i)2)2 _ (1 94 i2)2 _ (_21)2 — 4
Stad wynika, ze
1+ =((1+ 1)4)25 = (—4)% = 42

oraz (1- j)100 _ ((1 _ i>4)25 _ (_4>25 — 425

Zatem
(1 4 1)100 . (1 . 1)100 —i. (1 4 i)lOO 4 i. (1 o i)lOO — 2100 -0 4 425i o 425i — 2100.

Teraz te sama sume obliczymy korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona. Mamy

100
(1+ 1)1 = (100)
k=0 k
100
100
- =3 ()0
k=0
100
100
o ()
k=0
100
100
k=0
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Stad wynika, ze

2100 — (1+1)100—(1—1)100—i- (1+i)100+i- (1 _i)lOO —
10

) 100 (120) . <(1 (k) i (1 (_1>k)> _
k=0
= 1i0 (120) (1 (_1>k) (1 k+1)

Zauwazmy nastepnie, ze jesli k jest liczba parzysta, to

1-(-)F=1-1=0.
Jesli zas k jest liczba nieparzysta, to

1—(-)f=1-(-1)=2.
Nastepnie zauwazmy, ze jeSli k =41+ 1, to k+ 1 =4l + 2 i wtedy
-t =1 -2 =1 —(—1)2 =1 (-1)=2.
Jedli natomiast k =41+ 3,to k+1 =41+ 4 i wtedy
-l =1 i =1 - (1?2 =1-1=0.

Podsumowujac:

0, jesli k jest liczba parzysta,
(I— (-1 - (1-1*h = { 0,  jesli k= 4l+ 3 dla pewnej liczby [,
4, jesli k =4l + 1 dla pewnej liczby (.

Zatem
2100 — ( 4 1)100 o (1 o 1)100 —i- (1 4 i)lOO 4. (1 . i)lOO —
10

0 (100> (“1)F) - (1 — i) =
=0
() o

24
100
=1. .
> (o)
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W ten sposéb pokazalismy, ze
24
100
4. — 2100
l;) (4k + 1) ’

czyli

> (%) -2 12

k=0
2. Mnozenie wielomianéw

Przypu$émy, ze mamy dane dwa wielomiany

V(z) = ag + a1x + asx® + ...+ apz™,

W(x) =bo + b1z + box? + ...+ by,

gdzie a,, # 0 oraz b, # 0. Przyjmijmy ap, =0ib; =0dlak >m+1orazl > n + 1.
Mozemy wéwczas zapisa¢ nasze wielomiany w postaci:

V(z) = ag + a1x + ax® + ...+ apnx™ + a2 4+

W(x) = bo + bz + box® 4+ ... 4+ bpz™ + b1z ..

Te sumy oczywiscie sa nadal skonczone, mimo iz zostaly zapisane jako nieskonczone.
lNoczyn wielomianéw V' (x) - W(z) ma teraz postac:

V(z) -W(z) =cy+crx+ oz + ... + e’ + cppra® ™+
gdzie

k
C = E ajbk_j
Jj=0

dla k =0,1,2,... Zauwazmy, ze ¢y = 0 dla k > m +n+ 1 oraz ¢;p+n = anb,. Zatem
stopien wielomianu V' (z) - W(x) jest réwny m + n.

Wezmy teraz nastepujace dwa wielomiany:

Vizg)=(1+z)™ = i (’Z) k,

Przyjmijmy zatem

ag = m’ a, = mn ey Oy = m oraz ar=0 dlak>m+1
0 1 m

MINISTERSTWO @% Stowarzyszenie Qr,; Fundacja
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bo= ("), bi={("),...bn=(") oraz bp=0 dlak>n-+1.
0 1 n

Wobwcezas

oraz

V() =ao+ a1r + ax® + ...+ apx™ + apmpr 2™

W (z) = b + by + box® + ... 4+ bpx™ 4+ bz 4.

Obliczmy teraz wspolczynnik ¢, stojacy przy " w iloczynie wielomianéw V (z) - W (x).
7 jednej strony mamy

V(z) -W(z) =co+crx+ oz + ...+ cpa® + cppra® ™+

gdzie

E )

k=0

Z drugiej strony mamy
m—+n m + n

Zatem wspotczynnik ¢, stojacy przy przy x” jest réwny

(m + n)
Cr = .
r
Udowodnilismy zatem tozsamos¢ kombinatoryczna, zwang tozsamoscia Vandermonde’a
(lub Cauchy’ego-Vandermonde’a):

2 (2= a

Podstawiajac r = m = n w powyzszej tozsamosci, otrzymujemy:

;)(Z) (nﬁk) B (2:>

> (1) - ()
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3. Pochodna wielomianu

Przypusémy, ze dany jest wielomian
W(z) = ans™ + ap 12"t + ... 4+ ax® + a1x + ag.

Wtedy pochodng tego wielomianu nazywamy wielomian okreslony za pomoca naste-
pujacego wzoru:

W' (z) = na,z™ '+ (n — Dayp_12" "2 + ...+ 2a22 + ay.

Zauwazmy, ze pochodna wielomianu W (z) jest wielomianem stopnia doktadnie o 1 niz-
szego niz stopien wielomianu W (z). Zauwazmy takze, ze definicja pochodnej wielomianu
jest czysto algebraiczna; nie odwotuje sie do pojecia granicy.

Udowodnimy w sposéb czysto algebraiczny dwa dobrze znane wzory: na pochodna sumy
i iloczynu wielomianéw. Najpierw udowodnimy, ze

(W(z) +V(z)) =W (z)+ V'(z).
Niech zatem

W(x) = apa™ + ap_ 12" 1 4+ .. 4 agz® + a1z + ag

oraz
V(z) = bpa™ + bp12™ '+ ..+ baz® + by + bo.

Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozy¢, ze m = n:
V(z) = bpa™ + bp_12™ L+ ...+ box® 4+ bz + by.
Wéwcezas
W' (z) = napz™ ' + (n — a,_12" % 4+ ...+ 2a02 + a3
oraz

V'(x) = nbpz™ 4 (n — 1)bp_12™ 2 + ... + 2byx + ;.

Teraz mamy

(W(2)+ V() =

((an +bp)2"™ + (@n—1 + bp—1)z" L+ ...+ (az + bo)2? + (a1 + b))z + (ag + bo)) =

n(an + b))z + (n— 1) (an_1 +bp_1)x" 2 4+ ... +2(ag + b))z + (a1 + by) =
napz" '+ (n— ap_12" "% + ... + 2402 + a1)+

+ (nbnx”_l +(n— l)bn_lm”_2 + .. 4+ 20 + bl) =

=W'(z) + V().

To konczy dowod.
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Nastepnie udowodnimy, ze
(W(z)- V() =W(x) V(z)+W(zx) V'(z).
Zaczynamy od przypadku, w ktorym

Woéowczas
(W(z)- V() = (agbiz"™) = (k + Dagb+?
oraz
W (z)-V(z)+W(x) - V'(x) = kapa™ - bia' + apa® - 12! =
= kapbiz" T + lagb et = (k4 Dagba® Tt =
= (W(zx)- V().
Niech teraz
W(z) = ans™ + ap 12" + ... 4 ax® + a1 + ag

oraz

V(z) = bzl
Przyjmijmy:
Wh(x) = anz™, Wy_1(2) = an_12" %, ..., Wa(z) = agx?®, Wi(z) = a1z, Wo(z) = a.
Woéwczas

W(x) =Wp(x) + Wyp_1(x) + ...+ Wa(z) + Wi(z) + Wy(x).
Teraz dla kazdego k mamy
(Wi(e) - V(2))'= Wi(z) - V(2) + Wi(x) - V'(2).

Zatem:
(W) V() =
= (Wp(2) - V(@) + Wp1(2) - V() + ...+ Wi - V() + Wo(z) V(z)) =
= (Wo(z) - V(@) + Whoi(z) - V(@) + .o+ (W - V(@) + (Wo(z) - V(e)'=
= (W)(z) - V(z )+W (:U)) ( :U)~V(:U)+Wn_1 V(@) + ...+
+ (W1 - V(z) + Wi(z) - V'(z)) + (Wj(z) - V(2) + Wo(z) - V'(z))=

(Wa(z) - V(2) + W, 1(58) V() +...+ Wi V() + Wilz)  V(z))+
+ (Wa(z) - V'(z) + Wyoy - V(@) + ...+ Wi(z) - V'(z) + Wo(z) - V'(2)) =
(W) + W), _(z)+ ...+ W] + Wi(z)) - V(z)+
+ (Wa(z) + Wooq + ...+ Wi(z) + Wo(z)) - V'(z) =
= (W () + Wy1(2) + ..+ Wi+ Wo(z)) - V(z) + W(z) - V'(z) =
=W'(z) -V(z)+W(z) V().
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W podobny sposéb dowodzimy tej réwnosci dla dowolnych wielomianéw.

Teraz przez indukcje wzgledem n tatwo dowodzimy, ze jesli W(x) = (1 + z)™, to
W'(z) =n(1+z)" L.

Szczegdly dowodu pozostawie jako éwiczenie.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz réwnosci wielomianow

1+; (Z):c’f = En: (Z)wk =(142)"

k=0

Wyznaczmy pochodne wielomiandéw stojacych po obu stronach tej réwnosci:

Z k(Z) "t =n(l 4+ 2)" L,
k=1

n n—1 n
n—1 _ n—1\ .4
()= () - ”(k-l)w |
k=1 k=0 k=1

Poréwnujac wspétezynniki stojace przy 2! dlak = 1,2, ..., n, otrzymujemy tozsamosé
kombinatoryczna
n—1
() =(i00) ©

Popatrzmy teraz na uzyskang rownos$¢ wielomianow:

Z k(Z) ¢l = n(l+ :U)”_l,
k=1

1 G) + kék(Z) "t =n(l4a2)"!

Wyznaczmy pochodne wielomiandéw stojacych po obu stronach tej ostatniej rownosci:

kék(k 1) (Z) 2k =2 = n(n — 1)(1 + 2)""2,

czyli

| |
3

czyli

czyli
n n n—2 n 9
kE(k—1) "2 =n(n—-1)- E zF
k k
k=2 k=0
MINISTERSTWO ot ; Qo )
EDUKACI I N
%Ogclvi V@V Matematycznej

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw jest wspéifinansowana ze srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku



Wojciech Guzicki: Seminarium OMG, Warszawa, 25 kwietnia 2015 r. 13

Zmieniajac granice sumowania po prawej stronie, otrzymamy rownosé

ék(kz ~1) (Z) 572 = n(n — 1) Zn: (Z B ;):ck_Q.

k=2

Poréwnujac wspélezynniki stojace przy 22 dla k = 2,3, ..., n, otrzymujemy tozsamosé

k:(k:—l)(Z) :n(n—1)<Z:§).

Po podzieleniu obu stron ostatniej rownosci przez 2! otrzymujemy tozsamos$é
()= () G2)
k) \2 2)\k—-2)
Powtarzajac to rozumowanie odpowiednia liczbe razy, otrzymamy tozsamosé
n\ [k n\(n—m
() 6) = () Gon) ©
Szczegoty dowodu (najlepiej przez indukcje wzgledem m) pozostawie jako ¢wiczenie.

Przejdziemy teraz do zadan 15 i 16. Popatrzmy na réwnos$¢ wielomianéw

Zn: (Z):ck = (1+a)",

k=0

czyli
" /n
1+ ¢ = (14 2)"

Wyznaczmy pochodne wielomianéw stojacych po obu stronach réwnosci:

Z k(Z) 2" = (1l 2)" L
k=1

Podstawiajac x = 1, otrzymujemy tozsamo$é

ék(Z) =n-2"1 (15)

Wreszcie wyznaczmy pochodne wielomianéw stojacych po obu stronach réwnosci

Z k(Z) "t =n(l 4 2)" 7t
k=1
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czyli
n+ Z k(:) 2" =1+ 2)"

Otrzymamy réwnosé
k(k—1) (k) F=2 —nn—1)(1+z)" 2
k=2

Znéw podstawimy z = 1. Otrzymamy tozsamosé

ék(k ~1) (Z) =n(n—1)-2"2, (16)

Popatrzmy jeszcze raz na rowno$é wielomianow

i(lm)’“ :Zn: (Zii)m’“

k=0 k=0

czyli
1+Z 1+ 2) —n+1+2(k+1) z"

Wyznaczmy pochodne wielomianéw stojacych po obu stronach réwnosci:

n+1
k(1 k Rt
Skt =331 )l
Po podstawieniu x = 0 otrzymamy tozsamosé¢
n
1
>i= (") )
2

k=1

Te tozsamosé udowodnimy takze w inny sposéb w nastepnym rozdziale.

4. Uogéblnienia wzoru na sume wyrazow ciggu geometrycznego

Przypomnijmy nastepujaca réwnos¢ wielomiandw:

i(1+w)k :i (Zii)x’“

k=0 k=0

Zdefiniujmy wielomian S;(x) wzorem:

n—1
Si(x) = (n—k)(1+z)".
k=0
MINISTERSTWO - - )
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Wéwcezas mamy

(1+:c)~51(:c):n_ (n—k)(1+ )" = ” (n—k+1)(1+2)"
k=0 k=1
Stad otrzymujemy:
z-S1(z)=142z) - Si(x) — Si(z) = (n—k’+1)(1+:c)k—i(n—k)(1+w)k:
k=1 k=0
:(1—|—x)”—|—ni(n—k+1)(1—|—m)k—n_ (n—k)1+z)* —n(l+2)°=
k=1 k=1
:n_ (n—k+1)—(n—k)(1+2)"+(1+2)" —n=
k=1
:”_ (1+m)k+(1+x)”—n:i(l+x)k—(n+1):
k=1 k=0
L n+1 n+1 L n+1 — (n+1 i
:k_o(k+1>xk_( 1 >:;(k+1) ;(k+2) .

Zatem
n—1 (TL + 1> i
-y ",
— k+ 2
W ten sposéb otrzymalismy rownosé wielomianéw

g(n—k)(ux)k -y (Zi;)yf

k=0

ol

Zamieniajac kolejno$¢ sumowania w wielomianie po lewej stronie, otrzymujemy réwnosé
n n—1
n+1
k(1+z)" % = z*.
UIRECLEED B (Y
k=1 k=0
Po podstawieniu z = 0 otrzymujemy tozsamosé
n
n+1
> k= ( ) (17)
2
k=1
Zauwazmy, ze otrzymane rownosci wielomianéw mozemy zapisa¢ w postaci:

- (nzk)(Hw)k:;g(Zi;)xk

k=0
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n n—1
k n+1
1 n—k _ k‘
(1>< +e) (k+2)x
k=1 k=0

Nastepnie definiujemy wielomian Ss(z) wzorem:

oraz

Wéwcezas mamy

142) Sola) = S (n_k)(1+w)k+1:§(n_k+1)(1+x)k.

Stad otrzymujemy

oot B () (e 0)-
“wrer e S Jurer-(3)-
ECer)-0)-

S ()R G- E )

Zatem

n—2
n+1
S = k.,
=3 (1 13)e
k=0
W ten sposodb udowodniliSmy nastepujaca réwnosé wielomianow:

;i::(”;k)um)k:g(’;i;)xk.
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Po zmianie kolejnosci sumowania otrzymujemy tozsamosé

i (];)(1 + )"k = niQ (Zi;)x’f

k=2 k=0

Wreszcie, podstawiajac x = 0, otrzymujemy tozsamo$¢ kombinatoryczna
n
k n+1
= . 1
> ()= (") )
k=2

Zdefiniujmy takze wielomian Sy(z) wzorem:

So(z) = fj(ux)k - ni) (”;k)(ux)k.

k=0 k=0

Wéwcezas mamy nastepujace rownosci wielomiandw:

n—0 n

_Z n—k K n+1\ .

n—1 n—1

—k +1

Sy (z) = (”1 >(1+:c)k: (’;+ >:ck

k=0 k=0

n—2 n—2

_ n—k K n+1\ .
5= 5 (7 Jarar =5 (1))

k=0 k=0

Powyzsze réwnosci sugeruja, ze prawdziwy jest wzér ogélny dla dowolnego m:

Spn() = ni:n ("T;k)u +a)f = ni:n (k f; 1+ 1):&.

k=0 k=0

Udowodnimy przez indukcje wzgledem m, ze tak jest w istocie. Powtérzymy pomyst,
ktéry pozwolil wyprowadzi¢ wzory na Sy (x) i Sz(x). Przyjmijmy, ze

Sp(z) = ;O (”;1]“)(1 + )k
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oraz ze prawdziwy jest wzor

S (z) = n_ffl (Z:ﬁ) (14 2)* = n_f:H (;j;) o,

— k=0
Wéwczas
nom o L -
(1+x).5m(x):l;)( mk>(1+:c)k+ _ ; ( nli+1>(1+:c)k.
Obliczmy teraz
T Sp(x) = (14 2) - S (@) — Spu(x) =
S Y (" - > (" et () -

_n—m—H n+1 xk_ n+1 _n—i—l-l n+1 wk_n—m n—l—l xk+1
n kE+m m ) kE+m N — \k+m+1

k=0 k=1 k
Zatem
n—m n + 1 i
Sm(@) = > <k+m+1)x :
k=0
czyli
S (" Rarar= X ()
k=0 m k=0 m

Po zmianie kolejnosci sumowania po lewej stronie otrzymamy réwnosé

n

£ (o= E (L)

k=m
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Podstawienie x = 0 prowadzi do nastepujacej tozsamosci kombinatorycznej:

£()-(0)

k=m

Powr6émy teraz do réwnosci

(n— k)1 +a)*

3
N
I
o 3
Ml
3
|
=
M=
N
3 =
N——
<
3
I
3
M1
M=
s
|
=
VR
3 =
N——
K
3
I

>
I

I
s
L
M1
o

s

|

=
P
3 =
N

8

3

W ten sposob otrzymalismy nastepujaca réwnos¢ wielomianow:

ISRV S (WFIEED S KRS

m=0

Poréwnujac wspoétczynniki przy =™ otrzymujemy nastepujaca tozsamos¢ kombinato-

rycma; "
k;@(n - (?i) N (Zilz) (21)

W szczegédlnosci dla m = 1 mamy

ni k(n— k) = (“ ! 1) (20)

: (n—k) (’;) — (" I 1). (23)

oraz dla m = 2 mamy

Powr6émy teraz do réwnosci

k=0 k=0
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Znéw przeksztalcamy lewa strone tej roéwnosci:

5 (5 o -2 (13 i(i)m”"::é(”s’?(@m”:

m=0

9 p— .
Z Z z".
Otrzymalidémy zatem nastepujaca réwnosé wielomianow:
n—2 n-—2 n—2 n—2
—k\(k\ m n+1\ , n+1\ ,,
> ()2 () - X Gl

Poréwanie wspoétczynnikow stojacych przy =™ daje nastepujaca tozsamosé kombinato-

> (1)) -6) 2

k=m

W szczegédlnosci dla m = 1 mamy
n—2
n—=k n+1
k = . 24
()= () &
Wreszcie powr6¢my do rownosci

("= 2 ()

k=0 k=0
Znéw przeksztalcamy jej lewa strone:
n—m n k n—m n k k k n—m k n k k
- k _ - ) I _ - I _
> (% -2 () 20 -2 200 0)
k=0 k=0 1=0 k=0 1=0

Otrzymujemy zatem rownosé

S (0= ()

k=

Poréwnujac wspotczynniki przy ™ otrzymujemy tozsamo$é kombinatoryczna

> (")) = Gt (25)

k=m
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Dodatki

Dodatek 1. Tozsamosé von Szily’ego

W tym dodatku udowodni¢ nastepujaca tozsamosé:

m!(-QZ?-! {75121):1)! =2 (1 (szk) (n2ﬁb k:)

k

Wezmy nastepujace dwa wielomiany:

V(e) = (1 +2)™ = mf (mzn)xk

k=0

W(x) = (1 — 2)™*" = min (—1)* (m Z ”> ",

k=0

Wéwezas iloczyn wielomianéw V(x) - W (z) ma postaé:

v W= 5 (") (1)

W szczegélnosci dla k = 2m wspoélezynnik przy 22™ jest réwny:
2m 2m
m+n m—i [ M+MN M (m—i m+n m+n
S (") () <X e (| (e,
=\ 7 2m—j) = m —(m—j)) \m+ (m—j)
7, drugiej strony:
m+n m4+n
v<m>-w<m>:<1—x2>m+nz;)(—D’“( N )“

Zatem wspolczynnik przy z2™ jest réwny:

Mamy wiec tozsamosé:

2m

Sy (e (e Y= e (M,
= m — (m—j)) \m+ (m —j) m

Po zmianie indeksu sumowania po lewej stronie, otrzymamy réwnosc:

> o (P () = o (M,

k=—m
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czyli
w m+n\/m-+n m+n
k_z_:m(_l)k(m—kxmw):( m >
Poniewaz
(m+n)_ (m+n)! ora <m+n>_ (m+n)!
m—k) " m—k)- k) T \mak) T mr k) (n—k)
wiec
(m+n) (m+n) - ((m +n))” _
m—k)\m+k) (m+k)!-(m-—FKk! - (n+k)! (n-k)!
((m—l—n ) ' (2m)!- (2n)! B
em)!-2n)! (m+E)! - (m—k)! - (n+k)!-(n—k)
((m—l—n ) ' (2m)! . (2n)! B
em)!-2n)! (m+ k) (m—k)! (n+k)!-(n—k)!

o (72) (7

Mamy zatem réwnosé

m 2

Z (—1)* ((m+mn)!) o 2m\ ( 2n) _ (m+n)
(2m)!- (2n)! \m+k n—k) ml-nl’

czyli

% | kim (=1 (m2Tk:) | (nQZJ = %

Stad dostajemy ostatecznie

“ 2m 2n \ _ (2m)!-(2n)! (m+n)!  (2m)!-(2n)!
Z SR (m+k) ' <n—k> B ((m+n)!)2 Cmlenl T omlonl (m+ )

k=—m

To konczy dowod.
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Dodatek 2. Podzielnos¢ wspoétczynnikéw dwumianowych

W tym dodatku zajme si¢ nastepujacym zagadnieniem. Dana jest liczba pierwsza p.
Chcemy dowiedzie¢ sie, dla jakich m i n wspétczynnik dwumianowy (Z‘) jest podzielny
przez p. Najpierw udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech m i n beda liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech nastepnie

m=pq+r, n=ps+t oraz 0<rt<p.

(0)- (2= () o

Dowdéd. Rozwazmy nastepujacy wielomian

Wobwcezas

W(z) = (1+2)P*" — (1+2)" - (1+aP).

Chcemy obliczy¢ wspolezynnik a,s+ stojacy w tym wielomianie przy zP***. Zauwazmy

w tym celu, ze
pq+r s
(1 +2)P" = Z (qu >£L'k

k=0
oraz

(1+2)" = Z (;)mk =3 bk,

k=0 k>0

gdzie wspotczynnik by jest okreslony wzorem:

,
. jedli k <7,
b = (k)

0, w przeciwnym przypadku.
Zauwazmy nastepnie, ze
o /g L Pq .
(14 2P) —%(k)w —kzzock:c :

gdzie wspotezynnik ¢ jest okreslony nastepujacym wzorem:

(q>, jesli k = pl oraz | < g,
Cr = l

0, w przeciwnym przypadku.

Stad wynika, ze wspétczynnik stojacy przy zP*T! jest réwny:
ps+t
pg+r
Qps4t = ( s —f-t) - Z by, - Cps+t—k-
p k=0
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Poniewaz b, = 0 dla k > r, wiec
pq+r J pq+r (r
a = — b - C = — + C — k-
ps+t (ps + t) ];) k * Cps+t—k (ps + t) kZ:O (k) ps+t—k
Zajmijmy si¢ teraz wspoélczynnikiem cpeq¢—x. Wiemy, ze ¢ = 0 dla k niepodzielnych
przez p. Stad wynika, ze jeSli ptt — k, to cpsti—r = 0. Wiemy nastepnie, ze
0<t<p oraz 0<Ek<r<np.
Stad wynika, ze
—p<t—k<np.

Wsréd liczb ¢ — k spelniajacych powyzsza nieréwnosé jest tylko jedna liczba podzielna
przez p: jest nia zero i wtedy k£ = t. Zatem

T t
" _ (r4 +7\ Z A c _ (P4 +ry A . _
pstt ps+t k psti=k ps—+t — k psti=k

k=0
_(PpatT\ (T e _(patrT\ [T\ [4
T \ps+t t) P T\ ps 4t ¢ s)

Wykaze teraz, ze ten wspolczynnik apsq¢ jest podzielny przez p. Przeksztal¢my zatem
wielomian W (x):

Wi(z) =1+ x)pq-i—r —(14+2z)" - (1+2P) =
I+2)" - 14+z)P"—1+z)" - (1+4+2P)=

(14+az)"- ((1 +x)P1— (1+ mp)q).

Wykaze teraz, ze wszystkie wspotczynniki wielomianu
V(z) =14 x)P? — (14 2P)?
sg podzielne przez p. W tym celu skorzystam z nastepujacej réwnosci:
a? =01 =(a—"b)- (a4 a2+ ... +ab? 2+,
Wynika z niej, ze dla dowolnych wielomianéw P(x) i Q(x) istnieje wielomian R(x) taki,
ze
P(2)" - Q(q)? = (P(z) — Q(z)) - R(x).

W szczegdlnodcei istnieje wielomian R(x) taki, ze
Viz)=((1+ :U)p)q —(1+2”)=(1+42)? - (1+2P)) - R(z).

MINISTERSTWO \ Y Stowarzyszenie Qo .
EDUKACJI @ @ na rzecz Edukacji jy Fundacia

NAROB)CL/VEJ V@V Matematycznej

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw jest wspéifinansowana ze srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku



Wojciech Guzicki: Seminarium OMG, Warszawa, 25 kwietnia 2015 r. 25

Zajmijmy sie wreszcie wielomianem

e e =3 (et e -5 (2)us

=1

Wystarczy wykazac, ze jesli p jest liczba pierwsza oraz 1 < k <p—1, to

(2) =0 (mod p).

W tym celu zauwazmy, ze z zadania 5 wynika, ze
p p—1
k - =p- .
()= ()

(mod p) oraz NWD(p, k) =1,

(i) =0 (mod p).

To dowodzi, ze wspolczynnik aps+ jest podzielny przez p, czyli

()= (2= ) () e

To konczy dowdd twierdzenia.

Poniewaz

=3
N
>3
[
T
N———
Il
(@)

wiec

Whniosek 1. Niech p bedzie liczbg pierwsza i niech m i n beda liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech nastepnie

m = asp® +a1p+ag, n=>bap’ +bip+by oraz 0 < as,ai,ag,bs,bi,by < Dp.

()= () =) ) 2)
n bop? +bip+bo ) \ b2 b1 bo b
Dowdéd. Skorzystamy dwukrotnie z udowodnionego twierdzenia:
(m> _ (@PQ +aip+ a0> _ ((GQP +a1)p + ao) _ (OLQP + al) ' (ao)
n bap? + bip + b (bap+b1)p+bo ) \bap+ by bo
as al ao
= . . d p).
(52) (bl) (bo) (mod p)
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Whniosek 2. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech m i n beda liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech nastepnie
m=ap® + ...+ ap® +a1p+ag, n=>bpp" + ...+ bap® + bip + bo

oraz 0 < ag,...,as,a1,a9,bg,...,bs,b1,bg < p. Wowczas

m akpk+...+a2p2+a1p+a0 _ fag as ai agq
= N ) = Ca . . (mod p).
n bkp + e + bgp + blp + b() bk bQ b1 bo
Dowdd. Nalezy k-krotnie skorzystaé z udowodnionego twierdzenia (lub przeprowadzié
dowdd przez indukcje wzgledem k). Szczegdly dowodu pozostawie jako ¢wiczenie.
Whniosek 3. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech m i n beda liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech nastepnie
m = agp® + ...+ agp® + aip+ag, n="bpp® + ... +bap® + bip + by
oraz 0 < ay,...,a2,a1,a9,by, ..., ba, b1,bg < p. Wowezas p | () wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba j taka, ze 0 < j < k oraz a; < b;.
Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze jesli 0 < aj,b; < p, to p | (Zj) wtedy i tylko wtedy,
gdy a; < bj.
Whniosek 4. Niech p bedzie liczbg pierwsza i niech m i n beda liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech nastepnie
m = akpk +...+a2p2+a1p—|—a0 oraz 0<ag,...,a9,a1,a0 < p.
Woéwezas istnieje doktadnie
(ag+1)-...-(az+1) (a1 + 1) (ap+1)
liczb n takich, ze 0 < n < m oraz p{ (Z‘)
Dowéd. Istnieje doktadnie

(ag+1)-...-(ag+1) (a1 + 1) (ap+1)
ciagéw (bg, bk—1,- .., b2, b1, bg) takich, ze
0<br<ap, ..., 0<by<as, 0<b <a; oraz 0<by <ayp.

Whiosek 5. Niech p bedzie liczbg pierwsza i niech m = p* —1. Wéwczas dla kazdej liczby
catkowitej n takiej, ze 0 < n < m wspolezynnik dwumianowy (’:) jest niepodzielny
przez p.
Dowéd. Zauwazmy, ze

Pr=1=p-0p"" + -+ - 1p+ (- Dp+(p—1).
Nastepnie zauwazmy, ze jesli 0 < n < m, to

n="bp_1p" "'+ ...+ bap® + b1p + bo,

gdzie 0 < bg_1,bg_2,...,b2,b1,b0 < p— 1. Teraz wystarczy skorzysta¢ z wniosku 3.
Whniosek 6. Niech m = 2F — 1. Wéwczas dla kazdej liczby catkowitej n takiej, ze
0 < n < m wspoétczynnik dwumianowy (7;:) jest nieparzysty.
Dowdéd. Ten wniosek wynika natychmiast z wniosku 5.

Na zakonczenie popatrzmy na pierwsze 64 wiersze tréjkata Pascala modulo 2 i modulo
3.
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Tréjkat Pascala modulo 2

Czarnymi kéteczkami zaznaczone sa liczby nieparzyste, biatymi liczby parzyste.
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Tréjkat Pascala modulo 3

Czarnymi kéteczkami zaznaczone sg liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 2, szarymi

liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 1, biatymi liczby podzielne przez 3.
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Tréjkat Pascala modulo 3 — inaczej

Czarnymi kélteczkami zaznaczone sa liczby niepodzielne przez 3, biatymi liczby podzielne

przez 3.
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