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Wstep

Dowodzenie nieréwnosci nie jest rzecza tatwa. W niniejszej broszurze chcemy
pokazaé kilka najprostszych sposobéw dowodzenia nieréwnosci. Kierujemy ja do
tych uczniow, dla ktoérych przygoda z olimpiada matematyczna dopiero sie roz-
poczyna. Zadania przedstawione w niniejszym opracowaniu wykorzystywane bytly
miedzy innymi na zajeciach két matematycznych dla gimnazjalistow oraz podczas
seminariéw olimpijskich z matematyki, kierowanych do nauczycieli.

Wybrane przez nas zadania pochodza z réznych zrodel. Na koncu zalaczamy
spis literatury, z ktorej czerpaliSmy zadania. Niektore z przedstawionych w tej bro-
szurze zadan sg oryginalne.

W literaturze matematycznej istnieja publikacje, w ktérych mozna znalezé wiele
metod dowodzenia nieréwnoéci. Sposoby tam przedstawione sa na ogoél bardziej za-
awansowane, a naszym celem bylo pokazanie kilku najprostszych metod. Wszyst-
kim, ktérzy pragna poglebi¢ wiedze na temat dowodzenia nieréwnosci, szczegdlnie
polecamy [1] i [2].



Badanie znaku réznicy

Aby wykazaé, ze prawdziwa jest nier6wnos$¢ L > P, wystarczy udowodnié¢ praw-
dziwoé¢ nieréwnosci L— P > 0. Pamietac nalezy, ze suma i iloczyn liczb nieujemnych
jest liczba nieujemna.

Przyktad 1.

Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
a2+ 0%+ > ab+be+ca.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze

1
a®+b% 4% — (ab+be+ca) = 5((1272ab+b2+b272bc+02+02720a+a2) =

:%[(a—b)z—l—(b—cy—l—(c—a)ﬂ >0.

Stad, dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢, prawdziwa jest nieréwnos¢

a® 4+ b2+ > ab+be+ ca.

Przyktad 2.

Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréw-
noéc¢

V]
]

a? v ¢
—+—+—2>a+btc
b ¢ a
Rozwigzanie
Zbadajmy znak réznicy lewej i prawej strony danej nieréwnosci. Mamy:
2 2 2 2 2

b
——&———i———(a—&—b—l—c):a——2a+b+——2b+c+c——20+a:
c a b c a

b
2 2 2
a b c
() () (i) e
(7 ve Vo) e
Wynika stad, ze dana nieréwnosé jest prawdziwa dla dowolnych dodatnich liczb a,
b i c. Zauwazmy, ze réwno$é¢ zachodzi tylko dla a=b=c.
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Cwiczenia

1. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwe sg nieréwnosci:
a) 3(a®+b%+c?) > (a+b+c)?,

3
b) a2—|—b2—|—02—|—1>a+b+c.

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sg
nieréwnosci:

a) a®+b%>a?b+ab?,

b) a*+b* > adb+ab?,

c) a4+ > a"b+ab”, gdzie n jest dodatnig liczba calkowita.

3. Wykazaé, ze jezeli a®+b% >0, to
a® —ab+b? S 1
a2+ab+b2~ 3
4. Liczby a, b, ¢, d sa takimi liczbami nieujemnymi, ze a+c=11b+d=1. Wykazad,

7e
a+b+ted > 1.

5. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos¢
31343
M < CL2 + b2 + 02.
a+b+c
Zaleznosci miedzy Srednimi

W dowodach wielu nieréwnosci wykorzystywane sa zaleznosci zachodzace mie-
dzy érednimi. Srednie te definiuje si¢ nastepujaco:

e Sredniq arytmetyczng liczb rzeczywistych aq, a,, ..., a, nazywamy liczbe
A _ a/l+a2+..‘+a’n
n n ?
e srednig geometryczng liczb nieujemnych a,, a,, ..., a,, nazywamy liczbe
G,=Va,-ay-...-a,,
e Srednig harmoniczng liczb dodatnich ay, a,, ..., a, nazywamy liczbe
n
H =
noo1 1 17
- + _ + e + -
ap 0y n
e srednig kwadratowq liczb rzeczywistych ay, a,, ..., a,, nazywamy liczbe

K ¢a%+a§+-~+a%

n n
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Dla dodatnich liczb rzeczywistych a,, a,, ..., a, zachodza nastepujace zaleznosci
H, <G,<A, <K, czyli:

n a,tay,+---+a a?+ai+---+a?
T 7 < Vay-ag-...-a, < - n g " n.

a; Gy

n

Na przyktad dla n =2 otrzymujemy

2 a,+a 24+a2
T SvaTm < A e [,

ay Gy
a dla n =3 mamy

3 3 a,+a,+a a?+a%+a2
ENEI AR b Tl (e T
a

ay

2 d3

Przyktad 3.

Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos¢
Va2b+ Vi2e+ VePa<a+b+e,

Rozwigzanie

Korzystajac z zaleznosci miedzy Srednia geometryczng i artymetyczna dla trzech
liczb nieujemnych, otrzymujemy

é/aT— m< a+a+b_ 2a+b
- X 3 — 3 .

Analogicznie uzyskujemy nieréwnosci

2b 2
3b20< ;c oraz v302a< c;—a.

Dodajac otrzymane trzy nieréwnoéci stronami, dostajemy

2a+b 2b 2
Va2b+ Vb2e+ Ve2a< a;r + ;rc+ c;aza—i—b—i—c,

a to wladnie mieliémy wykazac.

Przyktad 4.

Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b zachodzi nieréwnosé
Va+vb < \/2(a+b).
Rozwigzanie

Wykorzystamy nieréwno$¢ pomiedzy Srednia artymetyczng i Srednia kwadratowa
dla liczb nieujemnych /a i v/b. Mamy stad:

Va+vh _ [(Va?r+(vB)? _ [a+b
2 2 V2

i mnozac obustronnie przez 2, dostajemy

Va+vb < \/2(a+b).
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Cwiczenia

6. Wykazac, ze jezeli a;, a,, ..., a, sg liczbami dodatnimi, ktérych iloczyn jest
réwny 1, to prawdziwa jest nieréwnoscé

(I+a)(14ay)...(1+a,) = 2"

7. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé

Va+vVb+/e < \/3(a+b+e).

8. Wykazad, ze dla dowolnych liczb a, b nalezacych do przedziatu (0;1) prawdziwa
jest nieréwnosé

1
ab(l—a)(1-0) < 6

9. Wykazad, ze jezeli a, b, ¢, x sa liczbami dodatnimi i a+b+c=3, to
(x+a)(z+b)(z+c) < (z+1)>

10. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
1 1 1
(a+b+c)(f+*+*) >9.
a b ¢
11. Przyjmujac, ze zaleznosci miedzy $rednimi sa prawdziwe dla n =2, wykazac, ze
sa prawdziwe dla n=4.

Przeksztatcenia rownowazne

Dwie nieréwnosci nazywamy réwnowaznymi, jezeli jednoczesnie obie sa praw-
dziwe lub jednoczeénie obie sa falszywe.

Jezeli w nieréwnosci L > P obie strony sa nieujemne, to nier6wnosé ta jest réw-
nowazna nieréwnoéci L™ > P™, gdzie n jest dodatnig liczba catkowita. Przeksztalce-
niem réwnowaznym jest tez dodawanie do obu stron nieréwnosci tego samego wyra-
zenia, mnozenie obu stron nieréwnos$ci przez te sama liczbe rézna od zera, przy czym
przy mnozeniu przez liczbe dodatnia zachowujemy odpowiedni znak nieréwnosci,
a przy mnozeniu przez liczbe ujemna zmieniamy znak nieréwnoéci na przeciwny.
Nalezy pamigtaé, ze dodawanie nieréwnosci, o jednakowym zwrocie, stronami jest
dopuszczalne, ale nie jest to przeksztatcenie réwnowazne. Jezeli a <b i c<d, to na
pewno a+c<b+d, ale jezeli a+c<b+d, to nie musi by¢ a <bic<d.

Przyklad 5.

Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b prawdziwa jest nieréwnosé

Va+Vb<y\/2(a+b).
Rozwigzanie
Obie strony tej nieréwnosci sa nieujemne, wiec jest ona réwnowazna nastepujacej
nieréwnosci

(\/6+\/E)2 <2(a+b),
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ktora z kolei jest réwnowazna nieréwnosci
2vab < a+b,
czyli
(Va—vb) “>o.

Ostania nier6wnos¢ jest prawdziwa i jest ona réwnowazna nieréwnosci z zadania,
wiee koficzy to dowdd (zobacz tez rozwiazanie przyktadu 4.).

Przyktad 6.

Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢, d prawdziwa jest nieréwnos¢
V(a+c)(b+d) > Vab+Ved.
Rozwigzanie

Obie strony danej nieréwnosci sa dodatnie, wiec podnoszac do kwadratu obie jej
strony, otrzymujemy nieréwnos¢ rownowazng. Wystarczy zatem wykazaé, ze praw-
dziwa jest nieréwnosé

(a+c)(b+d) > ab+2Vabed+cd,

d+b
albo réwnowaznie a4 —2’— ¢ > Vabced.

Ostatnia nier6wnosé jest prawdziwa na podstawie zaleznosci miedzy $rednig
arytmetyczna i geometryczna dla dwéch liczb dodatnich. Konczy to dowéd nierdw-
nosci danej w zadaniu.

Cwiczenia

12. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a i b prawdziwa jest nieréwnosé
114
a' b a+b
13. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a zachodzi nieréwnosé
a® 1
14at "2

14. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb catkowitych n zachodzi nieréwnosc¢
2

n+1 . 3n+4 <9

n+1 3n+1

15. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢, d prawdziwa jest nieréwnosé

ac+bd<VaZ2+b2 v c2+d2.

16. Udowodni¢ nieréwnoéci miedzy $rednimi dla n = 2.



Nieréwnosci dla poczatkujacych olimpijczykow 9

Podstawienia

Dowody wielu nieréwnosci upraszczaja sie lub sprowadzaja sie¢ do nieréwnosci
znanych, jezeli zastosujemy rézne podstawienia. Nie ma jednej reguly na podsta-
wienia. Wiele réznych podstawien, wraz z komentarzem, prezentowanych jest w [1]
oraz [2].

Przyktad 7.

Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych x prawdziwa jest nieréwnosé
Ve+1+vVz+3<2vVr+2.

Rozwigzanie

Przyjmijmy x+1=a i £+ 3 =5b. Wtedy nasza nieréwnos¢ przyjmuje postaé

b
Va+vh<a it

Va-+vVb<y/2(a+D).

A ta nieréwno$¢ jest prawdziwa i latwa do udowodnienia (patrz przyklad 4.)

lub réwnowaznie

Przyktlad 8.

Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata. Wykazaé, ze zachodzi nieréwnosé

Va+b—c+Vbtc—a+Vetra—b</3(a+b+c).

Rozwigzanie

Poniewaz liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, wiec wyrazenia podpier-
wiastkowe sa dodatnie. Przyjmijmy teraz: a+b—c=z, b+c—a=y, c+a—b==z.
Nasza nieré6wno$é jest wiec réwnowazna nieréwnosci

VI+y+vz< /3@ +y+2),

ktéra jest tatwa do udowodnienia (patrz ¢wiczenie 7.).
Cwiczenia
17. Wykazaé, ze jezeli a, b, c sa liczbami dodatnimi, to zachodzi nieréwnosé
4
(a+b)2+(b+c)?+(cta) > §(a+b+c)2.

18. Wykazaé, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw trdojkata, to
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abc.

19. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé
2a+1 2b+1 2c+1
b+c+1 c+a+1 a+b+1

> 3.
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20. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé

5(a?+b%+¢?) +4(ab+be+ca) > 3(a+b+c).
21. Wykazaé, ze jezeli a, b i ¢ sg dlugo$ciami bokéw tréjkata, to

(a—b+c)(a+b—c) (a+b—c)(—a+b+c)
—a+b+c a—b+c
(—a+b+c)(a—b+c)
a+b—c

> a+b+ec.

Zadania

22. Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢ s liczbami dodatnimi i a+b+c=1, to

va Vb e 1
b+1+c+1+a+1>§<\/a+\/5+\/6)'

23. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b zachodza nieréwnoéci
at+vt _a?+b® _a+b
a3+b7 a+b T 2

24. Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢ sg liczbami nieujemnymi, to
A+ +E+(a+b+e)? > (a+b)3 4+ (b+c) + (c+a).

25. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 1 prawdzie sa nieréwnosci
1 1 1 1

1
— <—=< + .
Ve+l Ve+vVz+1l  Vzr  Vo+l Jr+yVa+l

26. Wykazaé, ze jezeli a, b sg takimi liczbami dodatnimi, ze a+b < ab, to a+b>4.

27. Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistymi, to

2
a*+ vt +ct(a+b+o)t > %(a2+b2+02)(a+b+c)2.

28. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
a®+b*+c*+(a+b+c)*+14 > 6a+8b+ 10c.
29. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé
a>+b*+1>ab+a+b.

30. Udowodnié, ze dowolne nieujemne liczby x, y i z spelniaja nieréwnosé
2 2 2 1 1 1

> .
x+1+y+1+z+1 xy+1+yz+1+zx+1
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31. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i abc=1. Wykazaé, ze
(a+b)2+(b+0)?+(c+a)* > 4(Va+Vh+ve).

32. Udowodnié zaleznosci miedzy srednimi dla n=3.
33. Wykazaé, ze jezeli a>b>c¢>0, to (a—b+c)3 <a®—b>+c3.

34. Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢, x s liczbami dodatnimi i abc=1, to
(z+a)(z+b)(x+c)> (z+1)>

35. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb a, b zachodzi nier6wnosé

1
at+bt > §ab(a+b)2.

36. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i abc=1. Wykazaé, ze
1+ab 1+bc 1+4ca

> 3.
1+a + 1+b + 14+c¢ =

37. Wykazad, ze jezeli a, b sa liczbami réznymi od zera, to
e b b
38. Niech 0 <a <b. Wykazaé, ze

(b—a)®> _a-+b (b—a)?
<22 Vab<
8b 2 <

39. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnoscé

9(a+b)(b+c)(c+a)>8(a+b+c)(ab+be+ca).

40. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé

(a+b+c) (a2—|—b2—|—c2) > 9abe.

41. Wykazad, ze jezeli x,, ,, ..., x,, s liczbami dodatnimi, to zachodzi nieréwnos¢
11 1 )
() +xy+-Fx )| —+—++— | >n".
Ty Ty T,

42. Wykazaé, ze jezeli > v/2 1 y > /2, to prawdziwa jest nieréwnosé
1 n 1 S 2
2422 24427 24ay’

43. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

Q(G;rb—\/c%) <3(a+§+c_ \/3 abc).
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44. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a i b takich, ze ab=4 prawdziwa jest nieréwnosé
(a+1)3  (b+1)3

>18.
b+1 a+1

45. Wykazac, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢ takich, ze a+b+c=1 prawdziwa jest
nieréwnosé
1 L 1 . 1 51
14+6a 1460 14+6¢

46. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

(—a+b+c)*+(a—b+c)*+(a+b—c)® > 3abe.

47. Liczby a, b, ¢ nalezace do przedzialu (0;1) sa takie, ze ab+ bc+ ca = 4abe.
Wykazaé, ze spetniona jest nieréwnosé

Val=b)(1—c)+/b(1 = o) (1 —a) +/e(1 - a)(1 —b) < Vabe.

48. Wykazaé, ze jezeli m, n > 2 sa liczbami catkowitymi, to

1 1
+ > 1.

Ym+1 V/n+1
49. Wykazad, ze jezeli n jest dodatnig liczba caltkowita, to prawdziwe sa nierownoéci
6n 1 1 1 1

L L P
t)nsn S Tty Tt "

50. Wykazaé, ze jezeli liczby a, b i ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to
V=a+bt+c+vVa—btc+vVatb—c<a+Vbh+e

51. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnosc¢

be n ca n ab <§
(b+a)(c+a) (c+b)(a+Db) (a+c)(b+c) "2

52. Wykazaé, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢, d i e zachodzi nieréwnosé
1+1+4+16+64> 256
a b ¢ d e at+btct+d+te

53. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosé
(427 +3)(4y> +3) > 16(z +y).

54. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d takich, ze a+b>0
i c+d >0 zachodzi nieréwnosé
ab+bc+cd+da S ab n cd
a+btc+d ~ a+b  c+d
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55. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,, a,, ..., a, nalezacych do
przedzialu (—1; 1) spelniona jest nieréwnosé

\/(1—a1)2+(1+a2)2+\/(1—a2)2+(1—|—a3)2+~--

ryfl=a, P (a4 (L=, 2+ (14 0y > V2.

56. Liczby a, b, ¢, d sa takimi liczbami dodatnimi, ze abed = 1. Wykazaé, ze

a+b b+c c+d d+a 3 .3 3 3
< < b d°.
4 2cd * 2da + 2ab + 2bc @b

57. Wykazaé, ze jezeli |a| <11 |b] <1, to zachodzi nieréwnosé

b 2
VI—a@Z+VI-2 <2 17(“+ ) .

2
58. Liczby x,, @, ..., x, sa takimi liczbami dodatnimi, ze 23+ 23+ +22 =n.
Wykazaé, ze
1 1 1 n
>
1+z,2, 1+x524 1+z,z, 2

59. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

3
ab+bc+ca< —(a?+b*+c2).
\/5( )
60. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nie-
réwnosé 3 3 3
Thytet oo 443> 2(Ve+3+y+3+v2+3).

61. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniaja nieréwnosci
a<b<c<d i a+bt+ct+d>1.
Wykazaé, ze zachodzi nieréwnosé
a®+3b*+5¢° +7d* > 1.

62. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ nalezacych do prze-
dzialu (0;1) prawdziwa jest nieréwnosé

a+b+c+2abc > ab+be+ac+2Vabe.



Szkice rozwigzan ¢éwiczen i zadan

1. a) Badajac znak r6znicy lewej i prawej strony danej nieréwnosci, otrzymujemy
3(a?+ b2+ ) = (a+b+¢)? =3(a®>+ 0%+ ) — (a®> + b + 2 +2ab+ 2bc + 2ca) =

=2a%+2b% +2¢2 — 2ab— 2bc — 2ca =

_ 2 2 12 2., .2 2_
=a”—2ab+b"+b"—2bc+c"+c*—2ca+a” =
=(a—b)*+(b—c)*+(c—a)? > 0.

Stad dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ mamy
3(a*+b*+c?) > (a+b+e)?

7 rozwiazania wynika, ze réwnosé w tej nieréwnoéci zachodzi tylko wtedy, gdy
a=b=c.

b) Podobnie jak w rozwiazaniu ¢wiczenia la) zbadamy znak réznicy lewej i
prawej strony danej nieréwnosci. Zatem

3 1 1 1
2,32, 2,2 ¢ 2 % 32 gt 2 =
a+b+c+4abca a+4—|—b b+4+c c—|—4
1\2 1\2 1\2
= _ - = - = >7
<“ 2) +(b 2) +(C 2) 0

3
a2+b2+62+1 > a+b+c

dla. dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢. Rownosé zachodzi tylko wtedy, gdy

skad otrzymujemy, ze

a c B

2. Rozwiazemy od razu przyklad c¢). Przyklady a) i b) rozwiazuje si¢ tak samo.
W rozwiazaniu wykorzystamy wzér

anibn:(aib) (an71+an72b+...+abn7a+bn71)’

ktory jest prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dodatnich liczb
catkowitych n. Zauwazmy, ze:

a4t g —ab" =a"(a—b)+b"(b—a)=a"(a—b) —b"(a—Db) =
=(a—b)(a"=b") = (a—Db)? <a”*1 —l—a"*2b+--~+ab"*2+b”*1) >0,

skad wynika teza zadania.

14
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3. Warunek a?+b? > 0 zapewnia, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest rézna od
zera. Poniewaz

2 2 b\? 3 2
a”+ab+b" = (a—i—f) +-b%,
2 4
oraz co najmniej jedna z liczb a, b jest rézna od zera, wiec a®+ab-+b? > 0. Zbadajmy
teraz znak réznicy lewej i prawej strony danej nieréwnosci:
a?—ab+b> 1 B 3a% —3ab+3b% —a? —ab—b? B
a?+ab+b2 3 3(a?+ab+0?) B
_ 2a%—4ab+2b>  2(a—b)? -
T 3(a2+ab+b2)  3(a2+ab+02) T 7
gdyz licznik tego utamka jest nieujemny, a mianownik to liczba dodatnia. Stad juz
wynika teza zadania.

4. Przeksztalcajac dane réwnosci, otrzymujemy c=1—a oraz d=1—b. Przenoszac
wszystkie wyrazy na jedng strone, jak rowniez wykorzystujac powyzsze spostrzeze-
nie i uwzgledniajac, ze liczby a i b sa nieujemne, dostajemy:

a+b+cd—1=a+b+(1—a)(1-b)—1=a+b+1—a—b+ab—1=ab > 0,

co konczy rozwiazanie zadania.

5. Nietrudno zauwazy¢, ze
a4+ (P40 +P) (atbto) = (aP 40P +cP)

a2+ b2+ 2 — =
a+b+c a+b+c
a4+ P+ aPb+ e+ bPa+ b+ Pa+t b — (0P + b3+ cP)
N a+b+c N
_a’b+a*c+bla+bic+cta+c?b >0
a+b+c -

gdyz licznik i mianownik ostaniego ulamka sa liczbami dodatnimi.

6. Liczby a,, a,, ..., a, sa liczbami dodatnimi. Korzystajac z nieréwnoséci miedzy
$rednia arytmetyczna a geometryczna dla dwoch liczb, otrzymujemy ciag nieréw-
nosci

14+ay >22/a;, 1+ay,>2\/ay, ..., l+4a,>2/a,.
Obie strony kazdej z tych nieréwnosci sa dodatnie. Mnozac je stronami i korzystajac
z zalozenia, otrzymujemy

(1+ay)(14ay)...(1+a,)>2"/a; - ay-...-a, =2".

7. Korzystajac z zaleznosci miedzy Srednia arytmetyczng a kwadratowa dla trzech
nieujemnych liczb /a, Vb i /¢, otrzymujemy

;(ﬁ+¢5+ﬁ)<\/W“(@”W?: /a+§+c,

a stad, po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez 3, teze zadania. (Poréwnaj
rozwiazanie przykladu 4.)
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8. Poniewaz liczby a i b naleza do przedzialu (0;1), wiec liczby a, b, 1—a,
1—b sa nieujemne. Stosujac do tych czterech liczb nier6wnosé miedzy srednia geo-
metryczng i arytmetyczna otrzymujemy
a+b+l—a+1-b 1

4 2
skad, po podniesieniu obu stron nieréwnosci do czwartej potegi, teze zadania.

Vab(1—a)(1—b) <

9. Z zalezno$ci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna dla trzech liczb
dodatnich x+a, x+b, x+ c otrzymujemy
z+a+z+b+z+c 3z+a+btc
%/(x+a)(x+b)(x+c)< rat ;— tre Srt 3+ te
Po skorzystaniu z zalozenia i podniesieniu obu stron nieréwnosci do trzeciej potegi,
otrzymujemy

(z4a)(z+b)(z+c) < (z+1)%,

a to wladnie mielidmy wykazac.

10. Korzystajac z zalezno$ci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczng dla
1

—, —, —, otrzymujemy nieréwnosci

a b ¢

1 1 3/ 1

1
a—|—b—|—c>3v3abc oraz —+—-+-2>3{ —.
a b ¢ abc

dwdch tréjek liczb dodatnich: a, b, ¢ oraz

Mnozac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy teze zadania.

11. Pokazemy dowdd nieréwnosci miedzy érednia arytmetycznag i kwadratows.
Pozostale nier6wnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego rozwiazania.

a+b c+d a2—|—b2+ +d?
a+b+c+d o + 2 2 2

4 2 2

<

a2+ A4+d?
_ 5 + 2 B a2+ b2 42 4 d2
= 2 - 4 '

12. Poniewaz liczby a i b sa dodatnie, wiec dana nieréwnos¢ jest réwnowazna
kolejno nastepujacym nieréwnosciom

(a+b)? > dab; a*+2ab+b* > 4ab; a®—2ab+b* > 0; (a—b)? > 0.
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, wiec nieréwnos¢ dana w zadaniu tez jest praw-
dziwa.

13. Nieréwnosé, ktéra mamy wykazac, jest rownowazna kolejno nastepujacym nie-
réwnosciom
2 4, 4 o 2 2 2
2a% < 1+a; a'—2a2+1>0; (a —1) >0.
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Poniewaz ostatnia z tych nieréwnosci jest zawsze prawdziwa, wiec i nierownosé dana
w zadaniu jest zawsze prawdziwa.

14. Obie strony danej nieréwnoéci sg dodatnie. Podnoszac te nieréwnosé obustron-
nie do kwadratu, otrzymujemy nieréwnosé

(2n+1)%(3n+4)

A < ,

(n+1)2(3n+1)
réwnowazna nieréwnoéci, ktora mamy wykazaé. Przksztatcajac dalej réwnowaznie,
otrzymujemy kolejno

(4n* +4n+1)(3n+4) <4(n’*+2n+1)(3n+1)
12n3 +28n2 +19n+4 < 12n +28n% +20n +4
<n.

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, wigc nieréwnos¢ dana w zadaniu tez jest praw-
dziwa.

15. Obie strony danej nier6wnosci sa dodatnie. Podnoszac ja obustronnie do kwa-
dratu otrzymujemy nieréwnosé (ac+bd)> < (a2 4b%) (2 +d?), réwnowazna wyjécio-
wej. Nieréwnoécé ta z kolei jest rownowazna nastepujacym nieréwnoséciom

a’c? +2abed + b2 d* < a’P 4 a*d® + b2 2 + b2 d?

2abed < a?d? 4 b2 c?
a’d® —2abcd+b*c2 >0
(ad—bc)? > 0.

Stad nieréwnosé¢ dana w zadaniu, réwnowazna ostatniej z tych nieréwnosci, réwniez
jest prawdziwa. Réwnoé¢ w danej nieréwnosci zachodzi tylko wtedy, gdy ad = bc.

16. Najpierw udowodnimy zalezno$¢ miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna,
. a+b
t].

> Vab. Nier6wnos¢ ta, po réwnowaznych przeksztalceniach, przyjmuje po-

2
staé (\/E —\/B) >0 i jest ona prawdziwa dla dowolnych nieujemnych liczb a i b,
wiec konczy to dowdd. Rownosé w tej nieréwnosci zachodzi tylko dla a =b.

Korzystajac teraz z zaleznosci migdzy érednia arytmetyczng i geometryczna wyka-

zemy zalezno$¢ miedzy Srednia harmoniczng i geometryczna. Wezmy liczby — i 7
a
Wtedy prawdziwa jest nieréwnosé

a stad wynika, ze jlr < Vab. Réwnos$é w tej nieréwnosci zachodzi tylko wtedy,
— + —
L1 a b
gdy — = 7 czyli wtedy, gdy a=0b. Dowdd zaleznosci miedzy Srednia arytmetyczng
a

i kwadratowa pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego rozwigzania.
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17. Przyjmijmy: a+b=x, b+c=y i c+a=z. Nieréwnos¢ dana w zadaniu przyjmuje
teraz postaé réwnowaznag,
4 (x+y+2\2
iyt 22> 3 (%) )

Otrzymana nieréwnosé jest z kolei réwnowazna nieréwnosci
2,2, 2 2
"ty +27) > (e +y+2),

ktéra jest prawdziwa (patrz éwiczenie 1a), wiec nieréwno$é dana w zadaniu tez jest
prawdziwa.

18. Niech z=—a+b+4c,y=a—b+ciz=a+b—c. Liczby a, b i c sa dlugosciami
bokéw trojkata, wiec z, y i z sa liczbami dodatnimi i dana w zadaniu nieréwno$c¢
jest rownowazna nieréwnosci
(z+y)y+2)(z+z)
3 .
Nieréwnosé te mozemy zapisa¢ w sposéb nastepujacy
T+ +z z+xo

/(L-y. /yz.4/zx< Zyy2 . 2 ,
a na podstawie zaleznosci miedzy miedzy $rednia arytmetyczng i geometryczna dla
dwéch liczb dodatnich jest ona prawdziwa. Tym samym dowdd zostal zakonczony.

Yz <

19. Przyjmijmy: b+c+1=z,ct+a+1l=y, a+b+1==2.
Wtedy 2a+2b+2c+3=x+y—+ 2. Skoro 2b+2c+2 =2z, wiec

2a+1=x4+y+2—20—2c—2=x+y+z—2(b+c+1)=—2x+y+-=z.
Analogicznie otrzymujemy
20+1=z—y+2z i 2c+l=z+y—-=z.
Stad nasza nieréwnosé¢ przyjmuje postaé
_x—;y+z+x—z/+z+x+z—z

>3 albo 424812 % Yy
X X Yy Yy z z

Ostatnia nieréwnosé¢ jest prawdziwa dla dodatnich x, y i z na podstawie zaleznosci
miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna — konczy to dowdd nieréwnosci danej
w zadaniu.

20. Zapiszmy nasza nieréwno$¢ nastepujaco
a® +4ab+4b% + b2 +4bc+ 4% + 2 +4ca+4a*> > 3(a+b+c)?.
Przyjmujac: a+2b=x, b+2c=y i c+2a =z, mozna te nieré6wnos¢ zapisaé w postaci
rT+y—+z
3

Ostatnia nieréwnoéé jest prawdziwa (patrz éwiczenie la), stad nieréwnos$é dana
w zadaniu tez jest prawdziwa.

2
2yt > 3( ) albo réwnowaznie 3(x?+y*+2%)> (z+y+2)>
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21. Poniewaz liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, wiec liczby
r=—-a+b+c, y=a—b+c, z=a+b—c
sa dodatnie i nasza nier6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci

yz zx ay
—t—+—2x+y+z

Ty z
Prawdziwos¢ tej nieréwnoéci dla dodatnich x, y i z wynika z zaleznoSci miedzy

$rednia arytmetyczna i geometryczna:

z zx T 1/yz zx l/7zx = 1/x z
yf+f+fy:f(yf+f>+7(f+fy)+f(fy+yf)2
T Y z 2\ z Y 2\ y z 2\ z T

>V22HVal4Jyi=c+ty+z.

To koniczy dowdd danej nieréwnosci.

22. Liczby a, b1i c s nieujemne oraz a+b+c=1,stad 1—a>0,1-b>0i1—c>0.
Wyznaczajac réznice lewej i prawej strony danej nieréwnosci, otrzymujemy

va Vb e _
b+1 + c+1 a+1 \[ \[ \[
1 1 1
W(m—i)w(m“)”(m‘é)—
_Va(-b)  Vi-o | Vill-a)
T o2(b+1)  2(c+1) C 2(a+1) T
Stad wynika prawdziwos¢ nieréwnoéci danej w zadaniu.

23. Udowodnimy lewa z tych nieréwnosci (prawa pozostawiamy jako éwiczenie do
samodzielnego rozwigzania). Badajac znak r6znicy lewej i prawej strony nieréwno-
$ci, dostajemy

at+b*  a?+b*  (a*+bY)(a+b)—(a®+b%)(a®+b7)

ad+b3  a+b (a+b)(a®+b3)
_ab(a®+b3—a?b—ab®)  ab(a®(a—b)—b*(a—b)) ab(a—b)*(a+b) 50
(a+b)(a3+b%) (a4 (a®+b3) (a+b)(a®+03) T

co konczy dowdd lewej nieréwnoéci.

24. Po podniesieniu wyrazen w nawiasach do trzeciej potegi i obliczeniu réznicy
lewej i prawej strony, otrzymujemy

P45+ (atb+0)* = (a+5)*+ (b+0)* + (c+a)*) =6abe >0

gdyz z zalozenia liczby a, bi ¢ sa nieujemne. Tym samym dana w zadaniu nieréwno$c¢
zostala wykazana.
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25. Wykazemy nieréwno$¢ prawa (lewa dowodzi si¢ analogicznie i pozostawiamy
jako éwiczenie do samodzielnego rozwiazania). Wyznaczmy réznice prawej i lewej
strony. Po przeniesieniu wyrazéw na jedna strone i sprowadzeniu do wspdlnego
mianownika, dostajemy
[ S U
Vz+1l Jz+Vr+1 ez
VoV tl+yr-Vetl-yr-Je+l-z—1
VEVEHT (VE+VaE)
B Viovr+1l-1 >0
NIV ESE (\/5+\/x+1) ’

poniewaz z zalozenia x > 1. Stad wynika, ze prawa nier6wnos¢ jest prawdziwa.

26. Korzystajac z zalozenia oraz zalezno$ci miedzy Srednia geometryczna i aryt-
metyczng dla dwéch liczb dodatnich, otrzymujemy kolejno

T+ 2
Ty> ; (x+y)2>4(x+y); z+y >4,

a to wladnie mieliémy wykazac.

x+y<xy<(

27. 7 zaleznodci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna dla dwéch liczb
nieujemnych otrzymujemy

1 /1 2
4, 1t 459, Zgt 4_ 2 2,
a —|—3(a—|—b+c) 39 (a+b+c) \/ga (a+b+c)

Analogicznie

1 1 2
b4+§(a+b+c)4 > 2o\/§b4(a+b+c)4: %bQ(a+b+c)2
c4+1(a+b+c)4>2- 1c“(oa—l—b—&—c)‘l:icz(a—i—b—i—c)z

3 - 3 V3 ’

Dodajac stronami otrzymane trzy nieréwnosci, dostajemy teze zadania.

28. W rozwiazaniu wykorzystamy wzér
(x+y+2)2 =2’ 49>+ 22+ 20y +2yz + 222
na kwadrat sumy trzech wyrazen.
Badajac znak réznicy lewej i prawej strony, dostajemy
a4+ b+ +(a+b+e)? +14—6a—8h—10c=
=a?+ 0+ + (a® +b* +c +2ab+2bc+2ca) + 14 — 6a — 8b— 10c =
=(a®+b0*+1+2ab—2a—2b)+
+(a® +c?+4+2ac—4a—4c)+
+(0* + 2 +9+2bc—6b—6¢c) =
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=(a+b—1)*+(a+c—2)*+(b+c—3)* >0,

skad wynika prawdziwos¢ nieréwnosci danej w zadaniu.

29. Badajac znak réznicy lewej i prawej strony danej nieréwnosci, otrzymujemy
1
A+’ +1—ab—a—b= §(a272ab+b2+a272a+1+b272b+1) =

:%((a—b)2+(a—1)2+(b—1)2> >0,

skad wynika prawdziwo$¢ nierownoéci danej w zadaniu. Réwnosé w tej nierownoéci
zachodzi tylko dla a=b=1.

30. Zauwazmy, ze

L1 1 gDy D+t Dy ) - @+ D)
z+1 y+1 azy+1 (z4+1)(y+1)(zy+1)
_ oy +ry+y+l4da?ytaytr+l-ay—az—y—1 -
- (+1)(y+1)(zy+1) a
ry(r+y+1)+1

=)Dy

Stad

1 N 1 - 1
z+1 y+1" zy+1°

n 1 - 1 1 n 1 - 1
oraz .

+1 z4+1 yz+1 z+1 z4+1 zzx+1

Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami, uzyskujemy teze zadania.

Analogicznie dostajemy

31. Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci, korzystajac z zatozenia oraz zalezno-
$ci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczng dla dwdch liczb, otrzymujemy

2 2 2
2a2+2b2+202+2ab+2bc+26a=2a2+7+2b2+6—1-202—%*>
a c

2 2 2
22\/2a2~a+2\/2b2-b+2\/202-cz4<\/5+\/5+ﬁ>.

32. Udowodnimy najpierw zaleznos¢ miedzy srednia arytmetyczna i geometryczna.
) . a+b+c . . . C P ,

Biorac cztery liczby: a, b, ¢ oraz atote i stosujac do nich nieréwnosé miedzy Sred-

nia arytmetyczna i geometryczna dla czterech liczb (zobacz ¢wiczenie 11), dostajemy

a+b+c

4 3

a+b+c a+b+c+
C- <

X

b
@ 3 1
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Przeksztalcajac rownowaznie te nieréwnoéé, otrzymujemy kolejno

4 a+b+c<3a+3b+30+a+b+c_a+b+c

abe: —3—< 12 3
4
abc'a—&-b—i-c < (a+b+c)
3 3
3
abcg(%bﬂ)

3o atbte
X 3 .

Analogicznie dowodzi sie zalezno$é miedzy $rednig arytmetyczna i kwadratowa:

a?+b>+c? 24 2 2
a+b+c+\/73 a2+b2 2+ L0 TC o e
< 3

S

4 4
2 22\
a*+b"+c 2424 2
a+b+c—|—\,# <a2+b2+02+7a +3+C @bt
4 = 4 B 3

[a?+b>+c?
a+b+c+ R — _ JERNCR
4 D 3

2 b2 o2 24124 2
a+b+c+\/a +3+c <4 a+3+c’

atbte a?+b2+4c?
3 3

Dowdd zaleznoéci miedzy Srednia harmoniczng i geometryczng pozostawiamy jako
¢wiczenie do samodzielnego rozwiazania.

a stad

33. Zbadamy znak réznicy lewej i prawej strony danej nieréwnosci.
(a—b+c)®— <a3 —b3+c3> =
=a®—b*+c* —3a*b+3ab® +3a’c+ 3ac? + 3b%c — 3bc? — 6abc —a® +b* — ¢ =
= ~3a?(b—¢)+3a(b—c)*+3be(b—c) = ~3(b—c) (a® +a(b— ) ~be) =
=-3(b—c)(a+b)(a—c) <0,

poniewaz na podstawie zalozenia mamy b > ¢ oraz a > c.

34. Przeksztalcajac lews strone nieréwnosci, otrzymujemy

(z+a)(z+b)(z+c) =23+ (a+b+c)x? + (ab+be+ ca)z + abe.
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7 zaleznosci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna dla trzech liczb dodatnich
mamy

a+b+c>3Vabe=3 oraz ab+bc+ca>33(abC)2=3~

Stad i z zalozenia dla dodatnich x jest
(z+a)(z+b)(z+e) =23 +322 + 3z +1=(z+1)3,

a to mielidmy wykazac.

35. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sa nieréwnosci
a'+0*>2a%0? oraz a'+0*>aPb+ab’.
Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy 2(a*+b%) > ab(a®+2ab+b?), a stad

1
at+bt> iab(a—l—b)z.

36. Korzystajac z zalozenia abc=1 oraz zaleznosci miedzy $rednia arytmetyczna
i geometryczng dla trzech liczb dodatnich, otrzymujemy

14+ab 1+bc 1+ca abc+ab abc+bc+abc+ca_
l+a  1+4b  14c¢  1+4a 1+b 1+¢
_ab(1+c)  be(l+a) ca(1+b)>3jab.bc.ca.(uc).(ua).(1+b)

1+a 1+0b 1+c¢ (1+c¢)-(1+a)-(1+D)
=3/ (abe)2=3.

37. Badajac znak réznicy lewej i prawej strony nieréwnosci, otrzymujemy

a® o 4 a8+0%—afb?—a?bS  af(a?—b?) b0 (a® —b?)

4
b72+¥_a -0 a2b? N a2b? -
(a®>=b?) (a®—=0%)  (a—b)?(a+Db)(a®+ab+a3b®+a?b® +ab* +b°)
- a?b? - a?b? -
~ (a—b)%(a+Db) (a*(a+Db)+a?b?*(a+b)+b*(a+b))
- a2b? -
(a—b)%(a+b)? (a* +a?b® +b%)
a’b?

Stad wynika prawdziwos¢ naszej nieréwnosci dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b.

38. Wykazemy lewa nieréwnos¢ — prawa dowodzi si¢ analogicznie. Wyznaczajac
réznice prawej i lewej strony danej nieréwnoéci, otrzymujemy

atb (b—a)? Abla+b)—8bvab—((Vb—va) (Vb+va))

g Vab- 8 8b
_4b(a72\/@+b)—<\/5f\/5>2(\/5+\/5)2_
_ = _

2
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_ WB;bﬁ)Z : {41)— (%M\/a)z} =

(Vo-va)" (2vh- B va) (2v0+ o+ va)
8b
) (ﬁ—ﬁ)l£3¢z§+\/a) -
(b—a)?
8b

b
gdyz z zalozenia b>a > 0. Zatem % —Vab>

39. Wymnazajac nawiasy po obu stronach nieréwnoéci, dostajemy
18abc+9a?b+9a%c+9b%a 4 9b%c+9c?a+9c¢?b >

> 24abc+8ab+8a’c+ 8b%a+ 8b%c+8c%a+8c2b.
Powyzsza nieréwnosé jest rownowazna kolejno nieréwnosciom

a’b+a*c+ba+ b’ e+ cCa+c?b > 6abe
1
6 <a2b+a20+b2a+b20+02a+02b) > abe,
a ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa na mocy nieréwnoéci miedzy srednia arytme-
tyczna a geometryczna. Stad nieréwnosé dana w zadaniu jest prawdziwa.

40. 7 zalezno$ci miedzy $érednia arytmetyczna i geometryczna dla trzech liczb
nieujemnych mamy

a+b+c>3Vabe oraz a2 +b>+c2>37 (abe)?.

Mnozac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy

(a+b+c)a? +b%+c?) > 9 (abe)® = abe.

41. Wykorzystamy nieréwnos$¢ miedzy srednia arytmetyczna i harmoniczng dla n

liczb dodatnich
n <x1+x2+---+xn
1 1 1 = n ’
7+7+...+7
Ty T

n

Przeksztalcajac te nieréwnoéé réwnowaznie otrzymujemy teze zadania, czyli

1 1 1
() +ay+ ) (++---+) >n’.
Ty Ty T

42. Przyjmijmy: L= oraz P=—— Wyznaczmy réznice

1
2+x2+2+y2 242y
1 1 1
= + — =
2422 2492 2+4axy
24y 2+ay)+ (2+2%)(2+ay) —2(2+22) (24 y?)
2+22)(2+y?)(2+xy)
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_ 44292 + 22y + 2y + 4+ 222 + 2y + 23y — 8 —da? — 4y? — 2222 _

(2+22)(2+y?)(2+xy)
a2y =227y fay® —2(a —2zy+y°)
B 2+22)(2+y?)(2+xy) N
zy(z—y)* —2(z—y)? (z—y)*(zy—2)

2+22)(2+y2)2+xy)  (2+22)(2+y2)(2+zy)’
Poniewaz > v21y>v2, wiec zy—22>0. Stad L— P >0, a to wystarczylo wykazac.

43. Po wykonaniu mnozenia po lewej i prawej stronie nieréwnosci mozemy ja

zapisaé¢ réwnowaznie
3
3Vabc< c+2Vab.

Podstawiajac: a =125, b=195, ¢ =25 nieréwnosé przyjmuje postaé
6 1 3,31 3,3
. - z2+xy +x
32%y?2? <2 +22%y% albo réwnowaznie 2?9?22 < #

Ostatnia nier6wnos¢, na podstawie nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i geo-
metryczna, jest prawdziwa, wiec nieréwno$¢ dana w zadaniu, rGwnowazna ostatniej
nieréwnosci, tez jest prawdziwa.

44. Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna a geometryczna, do-
stajemy a+b>2vab=4 oraz

(a+1)3+(b+1)3>2¢(a+1)3.(b+1)3

—2(a+1)(b+1)=
b+ 1 atl br1 apr et D+

= 2ab+2a+2b+2=10+2(a+b) > 10+2-4=18.

czyli to, co mieliémy udowodnié.

45. 7 zadania 41. wiemy, ze dla dodatnich liczb z,, z,, ..., z,, prawdziwa jest
nieréwnosé

11 1
(x1+x2+-~~+xn)<++---+) > n?.
Ty D) T,

Stosujac te nieréwnoéé do liczb x; =1+ 6a, v, =1+6b, x5 =1+ 6¢, dostajemy

1 1 1
1+6a+1+6b+1+6 > 32,
(1+6a+1+6b+1+ C)<1+6a+1+6b+1+60)

Zauwazmy, ze 14+6a+1+6b+14+6c=3+6(a+b+c)=9. Wykorzystujac ten fakt w
powyzszej nieréwnosci, otrzymujemy

9(1—|—1+ )>9czyli —|—1—|-1>1.
1+6a 146b 1+6¢ 1+6a 146b 1+6¢

46. Wykorzystujac wzér
(z+y+2)?°? =2 +y*+ 22+ 322 (y+2) + 3y (2 + ) +32%(x +y) + 62yz
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do wyrazen w nawiasach po lewej stronie danej nieréwnoéci oraz redukujac wyrazy
podobne, otrzymujemy

(—a+b+c)+(a—b+e)®+(at+b—c)® =
=a+ 03+ +3a%b+ 3b%c+ 3c2a+ 3ab® + 3bc* + 3ca® — 18abe.
Korzystajac z zaleznosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng, mamy
a®+b% 4+ > 3abe
3a2b+3b%c+3c%a > 9abe
3ab® + 3bc® 4 3ca® > 9abe.
Stad
(—a+b+c)®+(a—b+c)*+(a+b—c)® > 3abc+9abe +abe — 18abe = 3abe.

47. Zauwazmy, ze na podstawie zaleznosci miedzy $rednig arytmetyczna i geome-
tryczna dostajemy

(I—-a)(1-0) < 1 (1—a N 1—b) _ac+bc—2abc
ab 2\ @ b ) 2abc '
Analogicznie otrzymujemy zaleznosci

(1-b)(1-¢) <1<1—b+ 1—0) _ batca—2abc.

be =9 b c 2abc
(1-¢)(1—a) < l<l—c+ 1—a) _ cb+ab—2abc.
ca 2 c a 2abc

Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami i wykorzystujac zatozenie, dostajemy
\/(1(1)[()1()) +\/<1bg(1c) +\/(10)(1(1) _ 2ab-tbetca)—Gabe _
a C

ca 2abc
Mnozac powyzsza nieré6wnos$¢ stronami przez v abec otrzymujemy teze zadania.

48. Zauwazmy, ze m+1=(m+1)-1-1-1-...-1. Korzystajac z nieréwnosci mie-
——
n—1 jedynek
dzy $rednia geometryczna i arytmetyczna dla n liczb dodatnich, wéréd ktérych nie
wszystkie sa réwne, dostajemy
m+1+(14+14---4+1) m+l4n—-1 m+n
n N n oon

n

m+1<

Stad Analogicznie >l. Dodajac dwie ostatnie
m+n

1
Ym+1 m+n Vn+1
nieréwnosci stronami, otrzymujemy

1 1
n m 1

+ > + =
Vm+1 "Yn+l1l m4+n m+n
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49. Wykazemy najpierw nieréwnos$é¢ lewa. Stosujac nieréwnosé

11 1
(:U1+x2+---+xn)<++---+> >n?
Ty Ty T

(patrz zadanie 41.) do liczb 1, 22, 32, ..., n?, otrzymujemy
1 1 1
(1+22+32+---+n2)(1+ tgEtt ) >n’.
Wykorzystujac wzor
n(n+1)(2n+1)
6
na sume kwadratéow n poczatkowych dodatnich liczb catkowitych, dostajemy

nin+1)(2n+1) (1+ 1 e 1 feeg b 1 ) >0,
6 32
a stad, po prostych przeksztalceniach, lewa nier6wnos$¢ z tresci zadania.
Aby wykazaé¢ prawa nieréwno$é zauwazmy, ze
1 111
n2 “n(n-1) n—-1 n

12492432 4. 42—

dla n>2

(dla n =1 nier6wno$é¢ dana w zadaniu staje sie réwnoscia). Stad
1 1 11 1 1 1 1 1

1
1 Ittt =2
togtgp ot +t{-5ty gttt -

50. Zauwazmy, ze wszystkie wyrazenia podpierwiastkowe sa dodatnie. W rozwiaza-
niu wykorzystamy zalezno$¢ miedzy $rednia arytmetyczna a kwadratowa dla dwéch

T+
liczb \/x i \/y, czyli nieréwnosé Ve 5 vy </ z;y Stosujac te nieréwnosé, dosta-

Jjemy

V—a+b+c+Va—b+c+Vat+b—c=

V—a+b+c+va—b+c Va—b+tc+vVatb—c
— + +
2 2
\/—a+b+c+\/a+b—c

\/E \/E \/7 Va-+vVb+/e,

a to wladnie nalezalo wykazaé.

<

51. Korzystajac z zaleznodci miedzy Srednig arytmetyczna i geometrycznag dla
dwéch liczb dodatnich, dostajemy

be <1< b N c >
(b+a)(ct+a) 2\b+a  ct+a)’

Analogicznie

ca <1( c a )
(c+b)(a+b) c+b a+b
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oraz

ab <}< a n b )
(atc)(b+c) ~2\atc bic/)’

Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami, otrzymujemy teze zadania.

1
52. W rozwiazaniu wykorzystamy nieréwnosé¢ — + — > (zobacz ¢wiczenie 12.).
a

b~ a+b
Stosujac te nieréwnosé kilkakrotnie, dostajemy
1+1+4+16+64> 4 +4+16+64> 16 +16 64
b'e' ' d e atb ¢ d e atbtc d
64 64 256
z— 22—
a+b+c+d e a+btct+d+e

>

53. Przyjmijmy: 2z =2a+11 2y =2b+1. Wtedy
422 =4a® +4da+1, 4y =4b>+4b+1 i z4+y=a+b+1.
Wstawiajac to do danej nieréwnosci, otrzymujemy
(a>+a+1)(b*+b+1)>a+b+1,
ktéra to nieréwnosé jest réwnowazna nieréwnosci danej w zadaniu. Aby wykazaé
otrzymang nieréwnosé, obliczymy réznice lewej i prawej strony tej nieréwnosci.
Dostajemy wtedy
a®b® +a’b+a*+ab’*+ab+a+b?+b+l—a—b—1=
=ad’v’* +a*b+ab®+a® +b* +ab= % ((a+b)2+a2(b+ 12+ (a+ 1)2) >0,

co konczy dowdd nieréwnosci danej w zadaniu.

54. Obliczajac réznice lewej i prawej strony danej nieréwnosci, otrzymujemy

ab+bc+cd+da_( ab n cd ):
a+b+c+d a+b  c+d
ab+bc+cd+da)(a+b)(c+d)— (a+b+c+d)(abc+ abd+ acd + bed)
- (a+b+c+d)(a+b)(c+d) -
a?d? —2abed + b2 c? (ad—bc)?

= U,

" (a+btctd)(a+b)(c+d) (a+b+etd)(a+b)(ct+d)
poniewaz zgodnie z zalozeniem mianownik jest dodatni. Stad wynika nieréwnoscé
dana w zadaniu.

55. Poniewaz wszystkie liczby a;, gdzie i=1,2,3, ..., n, sa z przedzialu (—1; 1),
wiec kazda z liczb 1—a, oraz 1+a, jest nieujemna. Z zaleznosci migdzy $érednig
kwadratowa i arytmetyczna dla dwéch liczb nieujemnych, dostajemy kolejno:

\/<1+a1>2+<1a2>2 Jlta+l-a
2 - 2

\/(1—}—@2)2—1—(1—@3)2 e
2 ~ 2
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\/(1+an)2+(1—a1)2 _Lta,t1-a,
2 2 ’

Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami, a nastepnie mnozac otrzymana nieréwnosé
przez /2, dostajemy teze zadania.

56. Aby wykazaé nieréwno$¢ prawa, wykorzystamy zalozenie oraz wynik ¢wiczenia
2a. Zauwazmy, ze

a+b a+b abla+b) a®b+ab? < ad+bv?

2cd 2 2 2 2
ab
Analogicznie mamy
3. .3 343 3,3
b+c<b+c; c+d<c+d; d—i—agd—&-a.
2da 2 2ab 2 2bc 2

Dodajac otrzymane cztery nieréwnosci stronami, dostajemy

a+b b+c c+d d+a _d4+b P+ S+d Btad 5 5 4 4
= b d

ded " 2da 2ab  2e S 2 2 2 g _eTvAetd

a to wlaénie mieliSmy udowodnié.

PrzejdZmy teraz do dowodu lewej nierownoéci. Wykorzystujac zalozenie oraz zalez-

noé¢ miedzy $érednig arytmetyczna i geometryczna, otrzymujemy

a+b+b+c+c+d+d+a>4' 4/ (@+b)(b+c)(c+d)(d+a)
2¢d  2da  2ab  2bc 16(abed)?

2. Y(a+ ) (b+o) (et d)(d+a)>2- 2Vab-2vbe-2ved - 2Vda —

=4-1/\/(abed)? =4.

57. Bedziemy przeksztalcaé dang nieréwnoéé réwnowaznie. Poniewaz obie strony
nieréwnos$ci sa nieujemne, wiec mozemy podnies¢ ja obustronnie do kwadratu
i otrzymamy wtedy nieréwnosé

a+b\2
1—a?+1-b+2V1—a2V/1-b2<4 (1— ( 5 ) );
co po dalszych przeksztalceniach mozemy zapisa¢ w postaci
(1-a?)(1—b%)<1—ab.
W dalszym ciagu obie strony otrzymanej nieréwnoéci sa nieujemne, wiec jeszcze raz
podnosimy ja obustronnie do kwadratu i dostajemy nieréwnosé
1—a®—b*+a%h% <1—2ab+a’V?
lub réwnowaznie (a—b)? > 0. Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, wiec dana w za-
daniu, réwnowazna ostatniej, tez jest prawdziwa.
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58. Po raz kolejny w rozwigzaniu wykorzystamy zadanie 41. Na podstawie nierow-
nosci z tego zadania otrzymujemy
1 1 1 n?

+ 4+ > .
I+zz, 1+my2, 1+z, 2, /n+m1x2+x2x3+---+xn$l

Z oczywistej nieréwnosci (z, —z,)? + (zy —24)? +++ -+ (z, —,)? > 0 wynika, ze
1Ty +@yTy +o o, @y <o a4y,

stad

n? n?

> 2 .2 2"
N+r,xy+ 253 +---+x, 0, ntaxyt+ary+---+o5

Wykorzystujac zalozenie 3 +x3+---+22 =n, otrzymujemy

1 N 1 . 1 >n2_n
1+z2y 14a,2, I+z,2,” 2n 2

59. Dang w zadaniu nier6wno$¢ mozemy zapisa¢ w sposob rownowazny
6
2ab+2bc+2ca < —= (a® + b +c2),

NG
albo

a®>  5b? b2 52 2 ba?
(%) <\/5+\/5>+<\/5+\/5)+<\/5+\/5> > 2ab+ 2bc+2ca.

Zauwazmy, ze

2 2 2 _ 2 _ 2
a7+%_2ab:a 2v/5ab+5b :(a b\/g) >0,
VGRS Vb V5
skad
a?  5b?
—= 4+ —= > 2ab.
VGRS
Analogicznie

b2+562>2b 02+5a2>2

—+— ¢ oraz ——+——= >2ca.

VB VBT VB Vs

Dodajac stronami trzy powyzsze nieréwnosci, dostajemy nieréwnosé (x), ktéra jest
réwnowazna tezie z zadania.

b
60. 7 zaleznodci ot > Vab miedzy $éredniag arytmetyczna i geometryczna dla

dwdch liczb dodatnich dostajemy

3 3
x—&—f—&—l:x—l—i}Z\/x—&—&
T T

Analogicznie
3 y+3 3 z+3
y+—+l=y+—2=22/y+3 oraz z4+-+1l=z+— 2>22v243.
Y Y z z

Dodajac stronami trzy powyzsze nieréwnosci uzyskujemy teze zadania.
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61. Ze wzoru na kwadrat sumy wyrazen dostajemy
(a+b4c+d)? =a®+b>+c +d*+2ab+ 2ac+ 2ad + 2bc+ 2bd + 2cd.

Poniewaz liczby a, b, ¢, d sa dodatnie, wiec nieréwnosé a <b< c<d jest rownowazna
nieréwnoéci a? < b? < ¢ < d?. Korzystajac teraz z nieréwnoéci 2zy < 22 +y2, ktéra
jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych, otrzymujemy
2ab < a® +b% < 20°
2ac < a’+c? <262
2bc < b2 42 <262
2ad < a? +d? < 2d>
2bd <b° +d* < 2d°
2cd < 2+ d% < 2d°.
Zatem
(a+b+ct+d)? =a®+b>+c? +d* +2ab+2ac+2ad + 2bc+2bd + 2cd <
<@+ b2+ +d* +20* +2¢2 +2d* +2¢% 4+ 2d* 4+ 2d* =
=a®+3b* +5¢° +7d°.
A poniewaz a+b-+c+d> 1, wiec réwniez a? +3b% +5c2+7d? > 1.

62. Dla liczb z przedzialu (0;1) prawdziwe sa nieréwnosci
a>0, 1—a>0, b>0, 1-b>0, ¢>0, 1—c>0,
skad
a(l=b)+b(1—a)>0,
albo réwnowaznie a+b > 2ab. Poniewaz réwniez 1—c > 0, wiec
(a+b)(1—c) >2ab(1—c)
a+b—ac—bc>2ab—2abc
a+b+2abc > ab+bc+ac+ ab.
Dodajac do obu stron tej nieréwnosci ¢, dostajemy
a+b+c+2abc> ab+bc+ac+ab+c.

Z nieréwnosci pomiedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna dla liczb nieujemnych
mamy ab-+ c > 2V abc, wiec ostatecznie

a-+b+c+2abc> ab+bc+ac+2Vabe.
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