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Przyklad 1.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1 (przyjmujemy tez zalozenie, ze kat ABC' jest ostry; w prze-
ciwnym razie podobna wlasnos¢ takze jest prawdziwa, a dowdd jest analogiczny). Wykorzystujac twier-
dzenie o kacie wpisanym i kacie sSrodkowym otrzymujemy

¥BCD =90° — $ABC = 90° — ;%EAOC =

1 1
=90° — 5(1800 — SACO — 4CAO) = 90° — 5(180° —29ACO) = SACO.
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Przyklad 2.

WprowadZzmy oznaczenia jak na rysunku 2. Niech D’ i E’ beda odpowiednio punktami przeciecia
prostych CD i C'E z okregiem o'. Poniewaz okregi o i 0’ sg styczne w punkcie C, to istnieje jednoktadnosé
o srodku C' przeksztatcajaca pierwszy z tych okregdéw na drugi. Ta sama jednoktadnos¢ przeksztatca
punkty D i E odpowiednio na punkty D' i E’, a wiec DE || D'E’. W takim razie trapez ABE'D’
wpisany w okrag o jest roéwnoramienny. Zatem tuki AD’ i BE' niezawierajace punktu C' sg rowne,
a wiec katy wpisane AC' D' i BC'E’ oparte na tych tukach majg réwne miary.

Przyktad 3.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3. Zatézmy, ze prosta C'F' przecina okrag opisany na trojkacie
ABC ponownie w punkcie (), a prosta PD w punkcie S. Rozpatrujac potegi punktu S wzgledem okregu
opisanego na tréjkacie ABC' i wzgledem okregu przechodzacego przez punkty C, D, E'i F otrzymujemy

SP-SE=5Q-5SC oraz SE-SD=S5C-SF.

Dzielgc je stronami otrzymujemy

SP 5Q

SD — SF’
co na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa oznacza, ze proste PQ i DF', a wiec takze
AB sa réwnolegte. W takim razie trapez ABQ P wpisany w okrag jest rownoramienny. Zatem tuki AP
i BQ niezawierajace punktu C' sg rowne, a wiec katy wpisane AC'P i BC(Q) oparte na tych tukach maja
roOwne miary.




Przyktlad 4.
Przyjmijmy oznaczania jak na rysunku 4. Z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwg mamy

IDAP = SACP,

skad wniosek, ze trojkaty ADP i C'AP majace dodatkowo wspélny kat przy wierzchotku P sg podobne
(kat-kat). Zatem

AD _ AP
AC  PC’
Analogicznie uzasadniamy, ze
BD BP
BC — PC’

co po uwzglednieniu réwnoséci AP = BP prowadzi do wniosku, ze AC'- BD = AD - BC'. Stad i z twier-
dzenia Ptolemeusza dla czworokata AC'BD otrzymujemy

2AM -CD =AB-CD =AD-BC+ BD - AC =2AC - BD,
czyli % = %. Ponadto M AC = 4BAC = 4BDC, wiec trojkaty MAC i BDC sa podobne (bok-
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Przyktad 5.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 5. Niech D bedzie punktem przecigcia prostej PC' z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC. Tak jak w przyktadzie 4 dowodzimy, ze AC' - BD = AD - BC. Stad
i z twierdzenia Ptolemeusza dla czworokata AC' BD otrzymujemy

2BM -CD =AB-CD = AD-BC+ BD - AC =2AD - BC,

wiec % = é—g. Ponadto M BC = SABC = SADC, a zatem trojkaty ADC i M BC sa podobne
(bok-kat-bok). W takim razie $ACD = <BCM.




Przyktlad 6.
Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku 6. Niech dodatkowo O bedzie srodkiem danego okregu.
Poniewaz na czworokatach ACBD i OAPB mozna opisaé¢ okregi (bo SOAP = SOBP = 90°), to

MC-MD=MA-MB=MO-MP,

skad wniosek, ze na czworokacie OC P D takze mozna opisa¢ okrag. Poniewaz OC = OD, wiec tuki OC
i OD tego okregu niezawierajace punktu P sa réwne, a zatem katy wpisane OPC i OPD oparte na
tych tukach maja réwne miary. Stad, wobec rownosci katow APM i BPM dostajemy teze.
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Zanim przejdziemy do dalszych przyktadow, zdefiniujmy przeksztalcenie zwane inwersjq.

Definicja.

Inwersjg wzgledem okregu o $rodku O i promieniu r (czesto méwimy inwersja o srodku O i promie-
niu r) nazywamy takie przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi A # O przypisuje punkt A’ lezacy na
potprostej OA™ taki, ze OA-OA’ = r?. Z definicji natychmiast wynika, ze inwersja jest inwolucjq, czyli
ztozona sama z sobg daje identycznosé. Ponadto prawdziwe sa nast¢pujace wlasnosci inwersji, z ktérych
bedziemy korzystac:

e prosta przechodzaca przez punkt O przechodzi na siebie,
e dla dowolnego punktu A péitprosta OA™ przechodzi na siebie,
e okrag przechodzacy przez srodek inwersji przechodzi na pewna prosta,

e prosta nieprzechodzaca przez $rodek inwersji przechodzi na pewien okrag przechodzacy przez sro-
dek inwers;ji,

e okrag nieprzechodzacy przez srodek inwersji przechodzi na pewien okrag nieprzechodzacy przez
srodek inwersji,

e inwersja zachowuje stycznos¢ prostych i okregow,

e inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi — kat miedzy krzywymi to kat miedzy prostymi stycz-
nymi do tych krzywych w ich punkcie przecigcia.



Przyktlad 7.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 7. Rozwazmy przeksztatcenie bedace ztozeniem inwersji
o srodku C' i promieniu vVCA - CB z symetria wzgledem dwusiecznej kata AC B. Przeksztatcenie to
zamienia pOlproste CA~ i CB~ (i punkty A i B) oraz prosta AB z okregiem o. W takim razie okrag w
przejdzie na okrag ' (gdyz punkt stycznosci w z odcinkiem C'A przejdzie na punkt lezacy na pétprostej
C' B~ poza odcinkiem C'B). Skad wniosek, ze obrazem punktu D jest punkt E. Zatem po6tprosta C D~
przejdzie na poétprosta C'E~, a skoro inwersja zachowuje katy, to $BCD = SACE.
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Przyktad 8.

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku 8. Ponownie rozwazmy przeksztalcenie bedace zlozeniem
inwersji o $rodku C' i promieniu v CA - C'B z symetria wzgledem dwusiecznej kata AC'B. Przeksztatcenie
to zamienia potproste CA~ i CB™ (i punkty Ai B) oraz prosta AB z okregiem o. W takim razie okrag w
przejdzie na okrag w’ (gdyz punkt stycznosci w z odcinkiem C'A przejdzie na punkt lezacy na pétprostej
C' B~ poza odcinkiem CB). Stad wniosek, ze obrazem punktu D jest punkt E. Pétprosta C' D~ przejdzie
wiec na potprostag CE~, a skoro inwersja zachowuje katy, to $BCD = SACE.

Przyktlad 9.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 9. Niech ponadto O; i O, beda Srodkami odpowiednio okre-
gow o1 1 09. Tym razem rozwazmy przeksztatcenie bedace ztozeniem inwersji o sSrodku C' i promieniu
VCK - CL z symetria wzgledem dwusiecznej kata KCL. Rozwazane przeksztalcenie zamienia punkty
K i L oraz prostg K L z okregiem w. Poniewaz proste K L i AB sa réwnolegle, to YACK = <BCL, wiec
dane przeksztalcenie zamiena tez potproste CA~ i C'B~. Punkt A jest przecieciem poiprostej CA™
i okregu w, a wiec jego obrazem musi by¢ punkt przeciecia potprostej C'B™ i prostej K L, czyli punkt E.
Analogicznie uzasadniamy, ze obrazem punktu B jest punkt D. Ponadto tuk AK niezawierajacy punktu
C' przechodzi na odcinek E'L (i na odwrdt), zas tuk BL nie zawierajacy punktu C' przechodzi na odcinek
DK (i na odwrdt). W takim razie rozwazane przeksztalcenie zamienia tez miejscami okregi o i 09. Po-
nadto prosta C'O; jest prostopadia do okregu o;, a wiec przejdzie na prosta przechodzaca przez punkt
C i prostopadly do okregu oo, czyli prosta CO,. Skoro inwersja zachowuje katy, to $ACO; = L BCO,.




