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SPACERKIEM PO KRACIE

Beata Bogdanska

(1) Narysunku 1 dany jest prostokat o catkowitych dtugosciach bokéw, z zaznaczona siatka kwadratéw
jednostkowych. Prostokat ten ma k wierszy i n kolumn. Stawiamy takie pytanie:

Ile jest najkrotszych drég przejscia po liniach siatki z wierzcholka A do wierzcholka 77

Oznaczmy przez D(A, Z) zbiér wszystkich takich drog.

Chwila zastanowienia wystarcza do stwierdzenia, ze kazda droga nalezaca do zbioru D(A, Z) ma
dlugosé n+k (bez wzgledu na sposob przejscia musimy zrobi¢ doktadnie k& krokéw jednostkowych w gdre
i doktadnie n krokéw jednostkowych w prawo). Co wiecej, oznaczajac przez G krok jednostkowy w gére,
a przez P krok jednostkowy w prawo, widzimy, ze kazda taka droga jest jednoznacznie wyznaczona przez
swbj kod bedacy ciagiem dlugosci n+k o wyrazach ze zbioru {G, P}, w ktérym k razy wystepuje litera
G i n razy wystepuje litera P. Drogi nalezace do D(A, Z) nazywamy w dalszym ciggu PG-drogami.
Na przyktad PG-droga z rysunku 1 (gdzie mamy n =5, k = 6) jest zakodowana przez 11-wyrazowy ciag
(P, G, G, P, G, G, G, P, G, P, P). Numery miejsc, na ktérych w kodzie danej PG-drogi wystepuje
litera G, tworza k-elementowy podzbidr zbioru {1,2, ... ,n + k}. I odwrotnie, kazdy k-elementowy
podzbidér tego zbioru wyznacza jednoznacznie potozenie liter G w kodzie PG-drogi. Widzimy w ten
sposéb wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé (bijekcje) miedzy zbiorem D(A, Z), a zbiorem wszystkich
k-elementowych podzbioréw zbioru {1, 2, ... ,n + k}. Na przyklad PD-droga z rysunku 1 odpowiada
podzbiorowi {2, 3, 5, 6, 7, 9} zbioru {1, 2, ...,11}.
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Przypomnijmy, ze symbolem (‘;) oznaczamy liczbe t-elementowych podzbioréw zbioru s-elementowego.
Napis (i) czytamy es po te i nazywamy symbolem lub wspoétczynnikiem dwumiennym. Zgodnie
z powiedzianym wyzej, mamy wiec

o 21 = (") )

Ogolnie, jezeli A = (a, b), Z = (¢, d), gdzie a < ¢, b < d, sa dwoma punktami kratowymi, to

D(A, Z)| = (CHZ:Z_Q)

Na pozostatych szesciu rysunkach plakatu pokazujemy, jak mozna wykorzysta¢ opisang tym sposobem
interpretacje wspotczynnikéw dwumiennych (i) dla zobaczenia prawdziwosci kilku tozsamosci z takimi
wspotczynnikami w roli gtdownej.



(2) Rysunek 2 pokazuje, dlaczego prawdziwa jest tozsamosé symetrii. Mianowicie, odbicie w za-
znaczonej dwusiecznej wyznacza bijekcje miedzy zbiorem D(A, Z) a zbiorem D(A, Z'). Stad réwnosé
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(3) Rysunek 3 pokazuje, dlaczego prawdziwa jest tozsamosé Pascala:

n+1\ (n n n (3)
k+1)  \k k+1)
Nalezy zauwazy¢, ze réwnosé (3) jest rownowazna réwnosci:

DA, Z)| = [D(A, S)| +|D(A, T,

ktéra tatwo zobaczyé. Zbiér D(A, Z) wszystkich PG-drég taczacych punkt A = (0, 0) z punktem
Z = (n—k, k+1) jest suma dwbch roztacznych podzbioréw: podzbioru tych PG-drog, ktore przechodza
przez punkt S = (n —k, k), ich jest (Z), oraz podzbioru tych PG-drég, ktore przechodzg przez punkt
T=Mn—-k—1,k+1), tych jest ( " )
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(4) Narysunku 4 pokazujemy interpretacje tozsamosci sumowania réwnolegltego. Przygladajac sie
temu rysunkowi widzimy, ze zbiér D(A, Z) jest suma roztacznych podzbioréw D;, dla j =0, 1, ... ,n—k.
Przez D; oznaczamy podzbiér zbioru D(A, Z) sktadajacy sie z tych drég, ktére przechodza przez bramke
JJ', czyli przez odcinek o konicach (4, k), (j, k+ 1) i nastepnie (nie majac juz innego wyboru) prowadza
caly czas w prawo az do punktu Z. Jasne jest, ze zbiér D; jest réwnoliczny ze zbiorem D(A, J). Stad

dostajemy rownosé
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Uwaga. Og6t wszystkich wspotezynnikow dwumiennych (Z), 1
dla 0 < k < n, wygodnie jest zorganizowaé w tak zwany trdjkat 1
Pascala. W n-tym wierszu tego trojkata ustawiamy kolejno liczby 271
1 37371

n\ (n n 1 47674 1
(0)’ (1> e (n> 15710710 5 1
1 615720 15 6 1
Robimy to tak, by bylo widaé¢ tozsamosé (3): kazdy wyraz jest 172135 35 2 7 1
sumg dwoch stojacych nad nim z lewej i prawej strony. Wyrazy I 87285 70 56 28 8 |
z lewej strony sumy (4) leza na prostej réwnolegtej do boku trojkata 19 3684 126 126 84 36 9 1
Pascala. Stad si¢ bierze nazwa tozsamosci. Poniewaz wyrazy lewej



strony i prawej strony tacznie tworza ,hak” w tréjkacie Pascala, wiec réwnosé¢ (4) nazywamy réowniez
twierdzeniem o haku.

(5) Na rysunku 5 pokazujemy interpretacje tak zwanej tozsamosci Cauchy’ego:

(- 00) 06 (1)

Prawa strona réwnosci (5) oznacza, jak wiemy, liczbe wszystkich PG-drog taczacych punkt A = (0, 0)
z punktem Z = (n+m — k, k). Kazda rozwazana droga musi przej$¢ przez jeden i tylko jeden punkt
kratowy lezacy na prostej o rownaniu x + y = n. Skladnik (?) (k’f]) sumy z lewej strony réwnosci (5)
oznacza liczbe tych z rozwazanych drég, ktore przechodza przez punkt J = (n — j, j). Rzeczywiscie,
poniewaz droga przechodzaca przez punkt J sktada sie z dwoch niezaleznych kawaltkéw: jednego od A
do J i drugiego od J do Z, wiec liczba tych drog réwna jest iloczynowi |D(A, J)| - |D(J, Z)|, czyli

iloczynowi (’;) (krfj) To dowodzi réwnosci (5).
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(6) Doskonale rozumiemy znaczenie sumy stojacej z lewej strony réwnosci
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Suma ta jest réwna liczbie wszystkich PG-drég zaczynajacych sie w punkcie A = (0, 0) i konczacych
sie w pewnym takim punkcie (z,y), ze x +y = n. Oznaczmy przez D(A; n) zbiér wszystkich takich
PG-drég. Dla dowodu réwnosci (6) musimy wiec wykazac, ze |D(A; n)| = 2".

Popatrzmy na rysunek 6. Widzimy, ze kazda droga nalezaca do D(A; k + 1) dochodzi do prostej
o réwnaniu = +y = k, czyli ma fragment nalezacy do D(A; k), a nastepnie ma 2 mozliwosci dotarcia do
punktu na prostej o réwnaniu x +y = k + 1. To pokazuje, ze

|D(A; k+1)| = 2|D(A; k).
Mamy stad kolejno |D(A; n)| =2|D(A;n—1)|=4|D(4;n—2)| = ... =2""1|D(4; 1)| = 2™
(7) Na rysunku 7 rozbijamy zbiér D(A; 2n) wszystkich PG-drég taczacych poczatek A z punktami
prostej x +y = 2n na 2n + 1 roztagcznych podzbioréw:
-/407 -/417 S An—h Ca 607 Blv ) Bn—h

gdzie zbior A; sklada si¢ ze wszystkich PG-drég przechodzacych przez bramke pozioma o koncach
w punktach (n, j) i (n+ 1, j), zbiér C jest réwny D(A, X), gdzie X = (n, n), a zbiér B; sklada



sie ze wszystkich PG-drog przechodzacych przez bramke pionowa o koncach (j, n) i (j, n+ 1). Dzieki
dotychczasowej wiedzy mozemy napisa¢ réwnosci:

J n n

Wobec tego
ID(A; 2n)| = (Aol + |Bol) + (A + [Buf) + - 4 ([An-a| + |Bnal) +C].
Stad, wobec oczywistej rownosci |A;| = |B;| dla kazdego j, zobacz (2), mamy
n n+1 2n—1 2n
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Na zakonczenie proponujemy jeszcze trzy zadania w podobnym duchu.
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Zadanie 1. Postugujac sie rysunkiem 8 udowodni¢ uogélniong tozsamosé sumowania réwnoleglego:
Z": (s—i—j) (n—j+t) B (n+s+t+1)
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7=0

Zadanie 2. Jaka tozsamos¢ mozna wyczytaé z rysunku 97

Zadanie 3. Przygladajac sie rysunkowi 10 udowodni¢, ze dla kazdego n > 2 ciag

n n n
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gdzie s = |5, jest ciagiem rosngcym.

Wskazéwka. Odbijajac ostatni fragment kazdej drogi ze zbioru D(A, Z) w symetralnej odcinka ZW,
otrzymujemy jedng sposréd drog ze zbioru D(A, W).



