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Ratujmy krasnoludki! | Ags
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Bardzo zta i brzydka czarownica zaktada krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami.
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Ratujmy krasnoludki! | Ags

v fg
7
¥

Bardzo zta i brzydka czarownica zaktada krasnoludkom czapki z biatymi

lub czarnymi pomponami.
Robi to losowo (P(Q) = P(@) = 3; niezaleznie). Kazdy krasnoludek
widzi kolory pomponéw wszystkich czapek oprécz swoje;.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

@ %’% [ ] Mam czarny pompon @

[ ] Mam biaty pompon O

'@ %ﬁg [ ] Nie wiem jaki mam pompon

Bardzo zta i brzydka czarownica zaktada krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami.

Robi to losowo (P(Q) = P(@) = 3; niezaleznie). Kazdy krasnoludek
widzi kolory pomponéw wszystkich czapek oprécz swoje;.

Kazdy krasnoludek ma odgadna¢ kolor swojego pompona wypetniajac
ankiete.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

@ %’% [ ] Mam czarny pompon @

[ ] Mam biaty pompon O

'@ %ﬁg [ ] Nie wiem jaki mam pompon

Bardzo zta i brzydka czarownica zaktada krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami.

Robi to losowo (P(Q) = P(@) = 3; niezaleznie). Kazdy krasnoludek
widzi kolory pomponéw wszystkich czapek oprécz swoje;.

Kazdy krasnoludek ma odgadna¢ kolor swojego pompona wypetniajac
ankiete.

Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie odpowiedza
»Nie wiem” to wszystkie zostang ugotowane i zjedzone przez czarownice.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

@ %’% [ ] Mam czarny pompon @

[ ] Mam biaty pompon O

'@ %ﬁg [ ] Nie wiem jaki mam pompon

Bardzo zta i brzydka czarownica zaktada krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami.

Robi to losowo (P(Q) = P(@) = 3; niezaleznie). Kazdy krasnoludek
widzi kolory pomponéw wszystkich czapek oprécz swoje;.

Kazdy krasnoludek ma odgadna¢ kolor swojego pompona wypetniajac
ankiete.

Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie odpowiedza
»Nie wiem” to wszystkie zostang ugotowane i zjedzone przez czarownice.

Pomézmy krasnoludkom! Wymyslmy taka strategie, by z mozliwie

duzym prawdopodobienstwem uratowaty sie.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

n krasnoludkéw z losowymi pomponami CIMam @
P(O) = P(@) = 3; niezaleznie [IMam O
Kazdy widzi wszystkie pompony oprécz swojego | L] Nie wiem
Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie
odpowiedzg ,Nie wiem" to wszystkie zostang zjedzone.
Chcemy zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo niezjedzenia.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

n krasnoludkéw z losowymi pomponami CIMam @
P(O) = P(@) = 3; niezaleznie [IMam O
Kazdy widzi wszystkie pompony oprécz swojego | L] Nie wiem
Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie
odpowiedzg ,Nie wiem" to wszystkie zostang zjedzone.
Chcemy zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo niezjedzenia.

Zdrowy rozsadek podpowiada, ze nie da sie uzyskac

prawdopodobienstwa niezjedzenia wickszego niz %
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

n krasnoludkéw z losowymi pomponami CIMam @
P(O) = P(@) = 3; niezaleznie [IMam O
Kazdy widzi wszystkie pompony oprécz swojego | L] Nie wiem
Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie
odpowiedzg ,Nie wiem" to wszystkie zostang zjedzone.
Chcemy zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo niezjedzenia.

Zdrowy rozsadek podpowiada, ze nie da sie uzyskac

prawdopodobienstwa niezjedzenia wickszego niz %

Okazuje sie jednak, ze mozna uzyska¢ wiecej niz %: Pokaze, ze gdy

liczba krasnoludkéw jest postaci n = 2K — 1, to madre krasnoludki

uratuj si¢ z prawdopodobiefstwem 75 =1 — 2%
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

n krasnoludkéw z losowymi pomponami CIMam @
P(O) = P(@) = 3; niezaleznie [IMam O
Kazdy widzi wszystkie pompony oprécz swojego | L] Nie wiem
Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie
odpowiedzg ,Nie wiem" to wszystkie zostang zjedzone.
Chcemy zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo niezjedzenia.

Strategia (dla n = 2% — 1; dajaca P(niezjedzenie) = 15 =1 — )

Numerujemy krasnoludki (a wtasciwie pompony) liczbami od 1 do
n =2k — 1. Kazdy krasnoludek widzac inne pompony odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam O  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

0®0=0
0ecl=1
160=1
191=0
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

000=0 @10 1
0pl=1

1e0=1 010 1
1e1=0 1/10

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

8@(1):(1) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

8@(1):(1) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}

a® b to reszta z dzielenia a + b przez 2
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

g@cl)icl) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}

a® b to reszta z dzielenia a + b przez 2

Dziatanie @ jest faczne i przemienne
({0,1},®) to grupa przemienna (ozn. Zy)
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

g@cl)icl) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}

a® b to reszta z dzielenia a + b przez 2

Dziatanie @ jest faczne i przemienne
({0,1},®) to grupa przemienna (ozn. Zy) NIEELEMENTARNE?
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

8@(1):(1) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}

a® b to reszta z dzielenia a + b przez 2

Dziatanie @ jest faczne i przemienne
({0,1},®) to grupa przemienna (ozn. Zy) NIEELEMENTARNE?

Ponadto a®0=0®a=aocraza®a=0
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XOR, czyli @ jako dziatanie w {0,1}

XOR, czyli @, to nastepujace dziatanie w zbiorze {0, 1}

g@cl)icl) ®[0 1 a6 b— 0 gdya=5»b
o1 00 1 11 adyatb
1®1=0 1110 dla a,b € {0,1}

a® b to reszta z dzielenia a + b przez 2

Dziatanie @ jest faczne i przemienne
({0,1},®) to grupa przemienna (ozn. Zy) NIEELEMENTARNE?

Ponadto a®0=0®a=aocraza®a=0

Jesli ag,a,...,a, € {0,1}, toa1 ®ax ®--- D a, =

= reszta z dzielenia a; + ax + -+ - + a, przez 2 =

)0 gdy wsréd ag, a, .. ., a, jest parzyscie wiele jedynek
IR gdy wsréd as, ao, . .., a, jest nieparzyscie wiele jedynek
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; ={0,1,2,3,...}.
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; = {0,1,2,3,...}. Na przyktad

77T ®25 =
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; = {0,1,2,3,...}. Na przyktad

77 @25 = 1001101, ¢ 0011001, =
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; = {0,1,2,3,...}. Na przyktad

77 @25 = 1001101, © 0011001, = 1010100, =
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XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; = {0,1,2,3,...}. Na przyktad

77 @25 = 1001101, © 0011001, = 1010100, = 84

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



XOR, czyli @ w {0,1}* oraz w {0,1,2,3,...}

W zbiorze ciagéw dtugosci k o wyrazach ze zbioru {0,1}
(czyli w {0, 1}¥) dziatanie @ okreslamy po wspétrzednych.
Na przyktad dla kK = 4 mamy

0101 © 1001 = 1100

Dziatanie @ w {0, 1}* jest taczne, przemienne i dla kazdego
a € {0,1}k zachodzi a®0..0=0..0 @ a=aoraz ad® a = 0...0.

Wykorzystujac zapis binarny liczb catkowitych
okreslamy & w Z; = {0,1,2,3,...}. Na przyktad

77 @25 = 1001101, © 0011001, = 1010100, = 84

Dziatanie @& w Z, jest faczne, przemienne i dla kazdego a € Z
zachodzi a®0=0®a=aoraza® a=0.
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

n krasnoludkéw z losowymi pomponami CIMam @
P(O) = P(@) = 3; niezaleznie [IMam O
Kazdy widzi wszystkie pompony oprécz swojego | L] Nie wiem
Jesli cho¢ jeden krasnoludek poda btedny kolor lub wszystkie
odpowiedzg ,Nie wiem" to wszystkie zostang zjedzone.
Chcemy zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo niezjedzenia.

Strategia (dla n = 2% — 1; dajaca P(niezjedzenie) = 15 =1 — )

Numerujemy krasnoludki (a wtasciwie pompony) liczbami od 1 do
n =2k — 1. Kazdy krasnoludek widzac inne pompony odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam O  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

Strategia (dla n = 2K — 1; dajaca P(niezjedzenie) = -~ =1 — %
g n+1 2

Numery pomponéw: 1,2, ..., n. Kazdy krasnoludek odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam O  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach

Dlaczego to dziata?
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

Strategia (dla n = 2% — 1; dajaca P(niezjedzenie) = =1 %)
Numery pomponéw: 1,2, ..., n. Kazdy krasnoludek odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam QO  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach

Niech w = XOR numeréw wszystkich czarnych pomponéw.
Przypadek I: w # 0. Rozwazmy krasnoludka i.

Jesli i # w, to niezaleznie od koloru wtasnego pompona
krasnoludek i odpowie ,Nie wiem" (bo w,w @ i ¢ {0, i})

Jesli i = w i krasnoludek i ma biaty pompon, to odpowie on
.Mam Q" (bo w = /)

Jesli i = w i krasnoludek i ma czarny pompon, to odpowie on
Mam @" (bo w & i =0)

Krasnoludki s3 uratowane! ©
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

Strategia (dla n = 2% — 1; dajaca P(niezjedzenie) = =1 %)
Numery pomponéw: 1,2, ..., n. Kazdy krasnoludek odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam O  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach

Niech w = XOR numeréw wszystkich czarnych pomponéw.
Przypadek Il: w = 0. Rozwazmy krasnoludka i.

Jesli krasnoludek i ma biaty pompon, to odpowie on
Mam @" (bo w = 0)

Jesli krasnoludek i ma czarny pompon, to odpowie on
Mam Q" (bow@®i=0&i=1)

Krasnoludki zostang zjedzone! ®
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

Strategia (dla n = 2% — 1; dajaca P(niezjedzenie) = =1 %)
Numery pomponéw: 1,2, ..., n. Kazdy krasnoludek odpowiada:

Mam @  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to 0
Mam O  gdy XOR numeréw czarnych pomponéw to méj numer
Nie wiem w pozostatych przypadkach

Niech w = XOR numeréw wszystkich czarnych pomponéw.

Podsumowujac:
Krasnoludki uratuja sie wtedy i tylko wtedy, gdy w ;é 0.

Prawdopodobiefistwo, ze w # 0 wynosi 1 — 5z = 25
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Ratujmy krasnoludki! | Als (AD)

Strategie krasnoludkéw mozna tez opisa¢ wykorzystujac kody
Hamminga (doktadniej kody Hamminga [2X — 1,25 — k — 1, 3]y;
sg one wykorzystywane do wykrywania i korekgji btedéw przy
przesytaniu danych).

Wiecej o tym podejsciu mozna przeczytaé¢ w artykule

Andrzej Dabrowski, Kolorowe czapeczki, Delta 7/2005
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

O = N W~ 01O N

01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo
od danego pola.

O = N W~ 01O N

01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo 4
od danego pola.

6

3
2
1
0|0
01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo 4
od danego pola.

6

1
01
01 2 3 45 6 7

3
2
1
0
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo 4
od danego pola.

6

3
2|2
11110
0|0|1]2
01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo 4
od danego pola.
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3|3
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1111013
0j0f1]2]3
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole
ponizej, ani w zadne pole na lewo 4
od danego pola.
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej- 6

sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},

ktéra nie jest wpisana w zadne pole >

ponizej, ani w zadne pole na lewo 4| 4 |5

od danego pola. 330211
212 (3|01
111]10(3]2]5
0(0|1|2(3|4|5

01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej- 66

sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},

ktéra nie jest wpisana w zadne pole 5|4

ponizej, ani w zadne pole nalewo 4|4 |5 |6

od danego pola. 3321110
2/213(0|1]6
111]0(3|2|5|4
0(0|1|2(3|4|5]|6

01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice: =

W kazde pole wpisujemy najmniej- 61617

sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},

ktéra nie jest wpisana w zadne pole S|4 7

ponizej, ani w zadne pole nalewo 4|4 |56 |7

od danego pola. 331211 l0]7
22|30 |1]|6|F
111103 (2|5|4]7
0/|0|1|2|3|4|5|6|7

01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

\Ij\;)iwzzmy r;astq?uy.gcq tabll.cg.. C7[7l6[s]a]3(2]1]0
azde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...}, 616]7]4]15/2/3]0]1
ktéra nie jest wpisana w zadne pole 2|9 |4 |7 |6]1]0 )3 ]2
ponizej, ani w zadne pole nalewo 44|56 |7 |0[1]2|3
od danego pola. 313121110l71615|4
Okazuje sie, ze w polu o wspét- 22|30 |1|6|7 4|5
rzednych (i,j) wpisana zostanie [ 1 {32547 6
liczba i & .
0/0|1]2|3|4|5]|6|7
01 2 3 45 6 7
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XOR, czyli & w Z, bez systemu dwdéjkowego

Tak naprawde @& w Z,; ma mniej wspélnego z zapisem binarnym,
niz sie wydaje.

Rozwazmy nastepujaca tablice:

W kazde pole wpisujemy najmniej-
sza liczbe z Z,+ = {0,1,2,...},
ktéra nie jest wpisana w zadne pole

o))
~
o
o1
N
o
N~ o

\‘
[@))
(6;]
w
w N
—_

7

6

5
ponizej, ani w zadne pole nalewo 4|4 |5|6|7|0|1]|2]|3
od danego pola. 3132111071615/ 4
Okazuje sie, ze w polu o wspét- 2230|167 |4]|5
rzednych (/,j) wpisana zostanie 1l11ol3l2l514l7]6
liczba i & .

0(0|1|2|3|4|5]6]|7
Jesli f: Z+ X Z+ — Z+ spe’rnia 01 2 3 45 6 7

WD = min(z \ ({f(0k<i} v HETDISE)).

to f(i,j)=i®j. Dlaczego? DIY



Zadanie 11/1/LXVII OM

Oto zadanie 11 z | stopnia LXVII Olimpiady Matematycznej
(2015/16):

Wiersze i kolumny nieskofczonej tabeli s3 ponumerowane liczbami
catkowitymi nieujemnymi. W jej pola wpisane s3 liczby catkowite
nieujemne wedtug nastepujacej reguty: w kazdym polu znajduje sie
najmniejsza liczba, nieobecna w zadnym wczesniejszym polu tego
samego wiersza ani tej samej kolumny. Udowodni¢, ze jesli na
przecieciu m-tego wiersza z n-ta kolumna znajduje sie liczba r,

to na przecieciu m-tego wiersza z r-ta kolumna znajduje sie

liczba n.
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Zadanie 11/1/LXVII OM

Oto zadanie 11 z | stopnia LXVII Olimpiady Matematycznej
(2015/16):

Wiersze i kolumny nieskofczonej tabeli s3 ponumerowane liczbami
catkowitymi nieujemnymi. W jej pola wpisane s3 liczby catkowite
nieujemne wedtug nastepujacej reguty: w kazdym polu znajduje sie
najmniejsza liczba, nieobecna w zadnym wczesniejszym polu tego
samego wiersza ani tej samej kolumny. Udowodni¢, ze jesli na
przecieciu m-tego wiersza z n-ta kolumna znajduje sie liczba r,

to na przecieciu m-tego wiersza z r-ta kolumna znajduje sie

liczba n.

Rozwiazanie:
Skorom®n=r,tom®r=m®m®dn=n.
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Zadanie 18 z drugiego dnia finatu XVI GMilL

Oto zadanie 18 z drugiego dnia finatu XVI Mistrzostw Polski
w Grach Matematycznych i Logicznych (2019):

W kwadratowa tablice o wymiarach 2019 na 2019 pél wpisano
liczby catkowite dodatnie w taki sposéb, ze w kazdym polu wpisana
jest najmniejsza liczba nie wystepujaca ani w polach znajdujacych
sie w tym samym wierszu na lewo, ani w tej samej kolumnie w dét
od danego pola. Jaka liczba zostanie wpisana w pole lezace w
gérnym wierszu i srodkowej kolumnie?
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Zadanie 18 z drugiego dnia finatu XVI GMilL

Oto zadanie 18 z drugiego dnia finatu XVI Mistrzostw Polski
w Grach Matematycznych i Logicznych (2019):

W kwadratowa tablice o wymiarach 2019 na 2019 pél wpisano
liczby catkowite dodatnie w taki sposéb, ze w kazdym polu wpisana
jest najmniejsza liczba nie wystepujaca ani w polach znajdujacych
sie w tym samym wierszu na lewo, ani w tej samej kolumnie w dét
od danego pola. Jaka liczba zostanie wpisana w pole lezace w
gérnym wierszu i srodkowej kolumnie?

Rozwiazanie:

Zamiast zbioru {0,1,2,...} uzyty zostat zbiér {1,2,...}. Zatem
na przecieciu m-tego wiersza i n-tej kolumny znajdzie sie liczba
((m—1)& (n—1)) + 1. Nas interesuje liczba wpisana na
przecieciu wiersza 2019 wierszu i kolumny 1010. Ta liczba to
(2018 @ 1009) + 1 = 11111100010, ¢ 1111110001, + 1 =
10000010011, + 1 = 1044.



Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.
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Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.

Asystent prosi publicznos¢, by wybrata liczbe x ze zbioru
{1,2,...,n}.
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Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.

Asystent prosi publicznos¢, by wybrata liczbe x ze zbioru
{1,2,...,n}.

Nastepnie asystent odwraca dokfadnie jedna, wybrang przez siebie
monete.
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Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.

Asystent prosi publicznos¢, by wybrata liczbe x ze zbioru
{1,2,...,n}.

Nastepnie asystent odwraca dokfadnie jedna, wybrang przez siebie
monete.

Magik wraca, patrzy na monety i podaje liczbe x.
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Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.

Asystent prosi publicznos¢, by wybrata liczbe x ze zbioru
{1,2,...,n}.

Nastepnie asystent odwraca dokfadnie jedna, wybrang przez siebie
monete.

Magik wraca, patrzy na monety i podaje liczbe x.
Gdy na poczatku wszystkie monety sa odwrécone t3 sama strong
ku gorze, to strategia magika i jego asystenta jest prosta.

Co zrobi¢, gdy poczatkowy uktad monet jest losowy lub wybrany
ztodliwie przez publicznosé?
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Magik i sztuczka z monetami

Rozwazmy nastepujaca sztuczke, w ktérej uczestniczy magik, jego
asystent i publicznosc¢.

Na poczatku magik wychodzi z pomieszczenia, a jego asystent
wyktada przed publicznoscia n monet.

Asystent prosi publicznos¢, by wybrata liczbe x ze zbioru
{1,2,...,n}.

Nastepnie asystent odwraca dokfadnie jedna, wybrang przez siebie
monete.

Magik wraca, patrzy na monety i podaje liczbe x.

Gdy na poczatku wszystkie monety sa odwrécone t3 sama strong
ku gorze, to strategia magika i jego asystenta jest prosta.

Co zrobi¢, gdy poczatkowy uktad monet jest losowy lub wybrany
ztodliwie przez publicznosé?

Okazuje sie, ze gdy n = 2k, to sztuczke nadal mozna wykona¢.
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.

Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jakos Magikowi liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢?
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.
Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jakos Magikowi liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢? Wysta¢ potajemnie SMSalll
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.

Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jako$ MaglkOW| liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢? Whystaé—potatemme-SiSatt

Jedyne co mozemy to odwréci¢ doktadnie jedna monete. Ktéra?
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.

Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jako$ MaglkOW| liczbe x € {0,1,...,n—1}.

Jak to zrobi¢? Whystaé—potatemme-SiSatt

Jedyne co mozemy to odwréci¢ doktadnie jedna monete. Ktéra?
Odwréémy monete o numerze a1 @ ax @ --- @ aj D x.

A co ma zrobi¢ Magik?
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.
Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jako$ MaglkOW| liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢? Whystaé—potatemme-SiSatt

Jedyne co mozemy to odwréci¢ doktadnie jedna monete. Ktéra?
Odwréémy monete o numerze a1 @ ax @ --- @ aj D x.

A co ma zrobi¢ Magik?
Ma zXORowa¢ numery wszystkich monet, na ktérych widzi orta.

Dlaczego to dziata?
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.
Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jako$ MaglkOW| liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢? Whystaé—potatemme-SiSatt

Jedyne co mozemy to odwréci¢ doktadnie jedna monete. Ktéra?
Odwréémy monete o numerze a1 @ ax @ --- @ aj D x.

A co ma zrobi¢ Magik?
Ma zXORowa¢ numery wszystkich monet, na ktérych widzi orta.

Dlaczego to dziata? Dlatego, ze
A Pad - -dad(aaPad - dadx) =
=(a1®a1)B(02Pa)d - B(aj®a)Ex =000 - ®0Bx =x
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Magik i sztuczka z monetami

Mamy n = 2X monet.
Numerujemy je kolejnymi liczbami od 0 do n — 1.

Niektére z nich (a1, a2, ..., aj) odwrécone sa ortem do gory.
Mamy przekaza¢ jako$ MaglkOW| liczbe x € {0,1,...,n—1}.
Jak to zrobi¢? Whystaé—potatemme-SiSatt

Jedyne co mozemy to odwréci¢ doktadnie jedna monete. Ktéra?
Odwréémy monete o numerze a1 @ ax @ --- @ aj D x.

A co ma zrobi¢ Magik?
Ma zXORowa¢ numery wszystkich monet, na ktérych widzi orta.

Dlaczego to dziata? Dlatego, ze
A Pad - -dad(aaPad - dadx) =

=(a1®a1)B(02Pa)d - B(aj®a)Ex =000 - ®0Bx =x

Ta metoda nie zadziata, gdy n nie jest potegg dwdjki. Nie zadziata
tez zadna inna. Dlaczego? DIY
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

FEEFETTREFIED ¢

~

n
Bardzo zta i brzydka czarownica zatozyta krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami. Kazdy krasnoludek widzi tylko kolory
pompondw czapek wszystkich krasnoludkéw, ktérzy stoja w szeregu przed
nim.

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



-~

TEE

Ratujmy krasnoludki! 1l e ()
[ 38 3@ )

FEEFETTREFIED ¢

Bardzo zta i brzydka czarownica zatozyta krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami. Kazdy krasnoludek widzi tylko kolory
pompondw czapek wszystkich krasnoludkéw, ktérzy stoja w szeregu przed
nim.

Poczawszy od konca szeregu kazdy krasnoludek ma podaé jeden z dwéch
koloréw (biaty lub czarny). Wszystkie krasnoludki stysza wszystkie
odpowiedzi.
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

[ 38

FEETETTRRETID ¢
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n

Bardzo zta i brzydka czarownica zatozyta krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami. Kazdy krasnoludek widzi tylko kolory
pompondw czapek wszystkich krasnoludkéw, ktérzy stoja w szeregu przed
nim.

Poczawszy od konca szeregu kazdy krasnoludek ma podaé jeden z dwéch
koloréw (biaty lub czarny). Wszystkie krasnoludki stysza wszystkie
odpowiedzi.

Te krasnoludki, ktére podaty kolor inny, niz kolor swego pompona
zostang ugotowane i zjedzone przez zfa (i bardzo brzydka) czarownice.
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()
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FEETETTRRETID ¢

~

n

Bardzo zta i brzydka czarownica zatozyta krasnoludkom czapki z biatymi
lub czarnymi pomponami. Kazdy krasnoludek widzi tylko kolory
pompondw czapek wszystkich krasnoludkéw, ktérzy stoja w szeregu przed
nim.

Poczawszy od konca szeregu kazdy krasnoludek ma podaé jeden z dwéch
koloréw (biaty lub czarny). Wszystkie krasnoludki stysza wszystkie
odpowiedzi.

Te krasnoludki, ktére podaty kolor inny, niz kolor swego pompona
zostang ugotowane i zjedzone przez zfa (i bardzo brzydka) czarownice.

Pomo6zmy krasnoludkom! Wymyslmy taka strategie, by mozliwie
wielu z nich uratowato sie (nawet w pesymistycznym przypadku).
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Ratujmy krasnoludkil Il

Strategia |
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

0 = O & = O =~
L &E &
o/ o/ o

7
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

1 @@@%?

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

§ 551555 %ﬁ

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

§ 551555 %ﬁ

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

§ |§5iFeES $$

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

e @
1 @@@?%

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

BAb:
1 @@@?%

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

§ |§5ireEs $$

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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Ratujmy krasnoludki! 1l e ()

Strategia |

Podzielmy krasnoludki na grupy dwukrasnoludkowe (od konca szeregu)

’ °
T @?@%%

CPodpowiem mojemu poprzednikowi kolor jego pompon@
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W ten sposéb mozna uratowac az n — 1 krasnoludkow!
(Wszystkich oprécz ewentualnie tego na koncu szeregu.)

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



Ratujmy krasnoludkil Il AT

Strategia Il

Krasnoludek méwi ,czarny”, jesli taczna liczba widzianych
i ,ustyszanych” czarnych pomponéw jest nieparzysta

90009000000

 EETETEeeeE

W ten sposéb mozna uratowa¢ az n — 1 krasnoludkow!
(Wszystkich oprécz ewentualnie tego na koncu szeregu.)
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: Na okregu umieszczono n > 3 zgaszonych zaréwek.
Kolejno wykonujemy ruchy, z ktérych kazdy polega na zmianie
stanu trzech dowolnie wybranych sasiednich zaréwek (zapalona
zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy). Dla jakich n wykonujac
powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie
zaréwki zostang zapalone?

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: Na okregu umieszczono n > 3 zgaszonych zaréwek.
Kolejno wykonujemy ruchy, z ktérych kazdy polega na zmianie
stanu trzech dowolnie wybranych sasiednich zaréwek (zapalona
zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy). Dla jakich n wykonujac
powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie
zaréwki zostang zapalone?

Zadanie: W poprzednim zadaniu zastapmy 3 przez dowolng liczbe
naturalna k.
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: Na okregu umieszczono n > 3 zgaszonych zaréwek.
Kolejno wykonujemy ruchy, z ktérych kazdy polega na zmianie
stanu trzech dowolnie wybranych sasiednich zaréwek (zapalona
zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy). Dla jakich n wykonujac
powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie
zaréwki zostang zapalone?

Zadanie: W poprzednim zadaniu zastapmy 3 przez dowolng liczbe
naturalna k.

Zadanie: W poprzednich dwéch zadaniach opisa¢ wszystkie stany

uktadu zaréwek mozliwe do osiagniecia po wykonaniu skonczone;
liczby ruchéw.
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranych
sasiednich k zaréwek lezacych w jednym wierszu lub w jedne;j
kolumnie (zapalona zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy).

Dla jakich k, n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢
do sytuacji, gdy wszystkie zaréwki zostang zapalone?
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranych
sasiednich k zaréwek lezacych w jednym wierszu lub w jedne;j
kolumnie (zapalona zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy).

Dla jakich k, n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢
do sytuacji, gdy wszystkie zaréwki zostang zapalone?

Zadanie: W poprzednim zadaniu dopusémy réwniez zmiane stanu
zaréwek lezacych na linii ukosnej (réwnolegtej do przekatnej pola).

Andrzej Komisarski Od 0 i 1 do rzeczy niebanalnych



Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranych
sasiednich k zaréwek lezacych w jednym wierszu lub w jedne;j
kolumnie (zapalona zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy).

Dla jakich k, n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢
do sytuacji, gdy wszystkie zaréwki zostang zapalone?

Zadanie: W poprzednim zadaniu dopusémy réwniez zmiane stanu
zaréwek lezacych na linii ukosnej (réwnolegtej do przekatnej pola).

Zadanie: A jesli w poprzednim zadaniu dopuscimy zmiane stanu k
sasiednich zaréwek lezacych na linii ukosnej réwnolegtej tylko do
jednej przekatne;.
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranych
sasiednich k zaréwek lezacych w jednym wierszu lub w jedne;j
kolumnie (zapalona zaréwke gasimy, a zgaszona zapalamy).

Dla jakich k, n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢
do sytuacji, gdy wszystkie zaréwki zostang zapalone?

Zadanie: W poprzednim zadaniu dopusémy réwniez zmiane stanu
zaréwek lezacych na linii ukosnej (réwnolegtej do przekatnej pola).

Zadanie: A jesli w poprzednim zadaniu dopuscimy zmiane stanu k
sasiednich zaréwek lezacych na linii ukosnej réwnolegtej tylko do
jednej przekatne;.

Zadanie: A co sie stanie jesli dla linii pionowych, poziomych
i ukosnych ustalimy inng liczbe sasiednich zaréwek, ktérych stan
zmieniamy w pojedynczym ruchu?
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranej zaréwki
i wszystkich, ktére leza w polach sasiadujacych z nig. Dla jakich

n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji,
gdy wszystkie zaréwki zostana zapalone?
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Rézne zadania, ktére wigzg siez 0, 11 &

Zadanie: W kazdym polu prostokata sktadajacego sie z n x m pél
umieszczona jest zgaszona zaréwka. Kolejno wykonujemy ruchy,

z ktérych kazdy polega na zmianie stanu dowolnie wybranej zaréwki
i wszystkich, ktére leza w polach sasiadujacych z nig. Dla jakich

n, m wykonujac powyzsze ruchy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji,
gdy wszystkie zaréwki zostana zapalone?

Zadanie: A gdyby to wszystko dziato sie nie w prostokacie,
lecz na torusie?

Mozliwosci jest wiele.
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