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W tréjkqcie ABC punkt M jest $rodkiem boku AB. Wowczas

AB=2-CM wtedy i tylko wtedy, gdy LACB =90°.

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym SACB =60°. Punkty K i L s3 spodkami wysokosci
poprowadzonych odpowiednio z punktéw A i B, a punkt M jest srodkiem boku AB. Wykaz, ze trojkat
K LM jest réwnoboczny.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym punkt M jest srodkiem boku AB. Wykaz, ze jezeli 3-AB=2-CM, to
srodkowe trojkata ABC poprowadzone z wierzchotkéw A i B sa prostopadte.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym JACB =90°. Punkt D lezy na boku AC, a punkt E jest rzutem
prostokatnym punktu D na bok AB. Wykaz, ze punkty C, E oraz érodki odcinkéw AD i BD leza na
jednym okregu.

4. Okregi 01, 02 sa styczne zewnetrznie w punkcie C' oraz styczne do pewnej prostej £ odpowiednio w punk-

tach A# B. Wykaz, ze SACB =90°.

5. Okrag w wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AC i BC odpowiednio w punktach K i L. Na
prostej AB, na zewnatrz odcinka AB, znajduja sie takie punkty P i @, ze AP=AK oraz BQ =BL. Wykaz,
ze proste PK i QL przecinaja sie na okregu w.

6. Punkty I oraz J sa odpowiednio srodkami okregéw wpisanego i dopisanego naprzeciw wierzchotka C
w tréjkacie ABC. Punkt M jest érodkiem odcinka I.J. Wykaz, ze AM = BM.

7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D i E sa rzutami prostokatnymi punktow A i B odpowiednio
na proste BC' i C'A. Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na prosta DE.
Wykaz, ze PE = DQ.

8. W pieciokacie wypuklym ABCDFE katy przy wierzchotkach B i D sa proste. Wykaz, ze obwdd trdjkata
ACE jest nie mniejszy od 2-BD.

9. W szeéciokacie wypuklym ABCDEF zachodzg réwnoéci $BCD = SEFA=90°. Udowodnij, ze obwéd
czworokata ABDFE jest nie mniejszy od 2-CF.

10. W czworokacie wypuktym ABCD punkt M jest érodkiem boku C'D. Udowodnij, ze jezeli LAM B =90°,
to AD+BC > AB.

11. Wykaz, ze jezeli przekatne pewnego trapezu sa prostopadle, to suma dtugosci podstaw tego trapezu nie
przekracza sumy dlugosci ramion tego trapezu.

12. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB =90°. Punkt K jest érodkiem wysokoéci opuszczonej z wierz-
chotka C'. Prosta BK przecina prosta prostopadla do prostej AB przechodzacej przez punkt A w punkcie L.
Wykaz, ze AL=LC.

13. Kat rozwarcia stozka jest rowny 60°. Odcinek K L jest srednicg podstawy stozka, a punkt M — $rodkiem
pewnej tworzacej. Wyznacz miare kata KM L.

14. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym AB =5, CD =3 oraz JACB = SADB = 90°. Wykaz, ze
odlegtosé miedzy prostymi AB i C'D jest nie wigksza od 2.

Uwaga. Odleglosé miedzy prostymi w przestrzeni to dlugosé najkrotszego odcinka taczacego te proste.

15. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym JSACB = SADB =90° oraz AC = CD = DB. Wykaz, ze
zachodzi nieréwno$¢ AB <2-CD.

16. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach D i E. Punkt J
jest érodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC, stycznego do boku BC. Punkty M i N sg odpowiednio
srodkami odcinkéw JD i JE. Proste BM i CN przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnij, ze punkt P lezy na
okregu opisanym na tréjkacie ABC.

17. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB =3-BC. Punkty P i ) leza na boku AB i spelniaja warunek
AP = PQ=QB. Punkt M jest érodkiem boku AC. Wykaz, ze $PMQ =90°.



WSKAZOWKI DO ZADAN

Wilasnosé srodkowej w tréjkacie prostokatnym oznaczmy przez (x).

1. Korzystajac z (x) zauwaz, ze M K = M L. Wykaz ponadto, ze <K M L =60°.
2. Zauwaz, ze w tréjkacie srodkowe przecinaja sie¢ w stosunku 2:1 i wykorzystaj (x).

3. Oznacz $rodki odcinkéw AD, BD odpowiednio przez M, N i korzystajac z (x) wykaz, ze
IMED=<MDE, INED=<YNDE, <NCD=<YNDC.

Wywnioskuj stad, ze SMEN + <MCN =180°.
4. Poprowadz wspoélna styczna okregdéw w punkcie C, wykorzystaj twierdzenie o odcinkach stycznych i uzyj (x).

5. Oznacz punkt stycznosci w i AB przez M, a przez N — taki punkt w, ze M N jest jego Srednica. Korzystajac
z twierdzenia o odcinkach stycznych oraz (¥) wykaz, ze $MKP= <M LQ=90° i wywnioskuj stad, ze N jest szukanym
punktem przeciecia.

6. Uzasadnij, ze dwusieczne katéw przyleglych sa prostopadle i skorzystaj z (k).

7. Oznacz przez M $rodek odcinka AB i korzystajac z (x) wykaz, ze M D = ME. Zauwaz ponadto, ze M lezy na
symetralnej odcinka PQ i wywnioskuj stad przystawanie trojkatow DQM oraz EPM.

8. Dorysuj srodki M, N odpowiednio odcinkéw AC, CE i wykorzystujac twierdzenie o linii Srodkowej i (x) zauwaz, ze
AC+CE+EA=2-(BM+MN+ND)>2-BD

powolujac sie na uogolniong nierownosé trojkgta.

9. Oznacz przez M, N odpowiednio $rodki odcinkéw AE, BD. Zauwaz, korzystajac z uogdlnionej nieréwnosci tréjkgta

L0 2.CF<2-FM+2-MN+2-NC=AFE+2-MN+BD.

Nastepnie skorzystaj z nieréwnoéci 2- M N < AB+ DE, ktorag mozna udowodnié¢ nastepujaco. Oznacz przez K $rodek
odcinka AD i wykorzystaj twierdzenie o linii Srodkowej dla trojkatow ABD, ADE oraz nieréwnosé tréjkgta dla KM N.

10. Oznacz przez N érodek boku AB, a nastepnie skorzystaj z (x) oraz szacowania z zadania poprzedniego.

11. Oznacz trapez przez ABC D w taki sposéb, aby AB i C'D byly jego podstawami, przez M i N odpowiednio srodki
ramion AD i BC, a przez P — punkt przeciecia przekatnych trapezu. Skorzystaj z nierdwnosci tréjkgta dla MNP,
réwnosci MN = 2(AB+CD) oraz z wlasnoci (x).

12. Oznacz przez D punkt przeciecia prostych AL i BC, powolujac sie na twierdzenie Talesa uzasadnij, ze L jest
srodkiem odcinka AD i ostatecznie skorzystaj z (x).

13. Oznacz $rodek podstawy stozka przez O, zauwaz, ze OK = OM = OL i wykorzystaj (x).

14. Zauwaz, ze wskazujac jakikolwiek odcinek dlugosci 2 taczacy krawedzie AB i CD otrzymasz teze. W tym celu
oznacz ich §rodki odpowiednio przez M i N, i wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa oraz (%) uzasadnij, ze MN =2.

15. Oznacz przez M $rodek krawedzi AB i korzystajac z (x) zauwaz, ze tréjkaty réwnoramienne AMC, CM D, DM B
sa przystajace. Nastepnie korzystajac z nierownosci trojkgta dla kgta tréjsciennego wykaz, ze kat miedzy ramionami
w kazdym z tych tréjkatéw jest wiekszy od 60°. W konicu skorzystaj z tego, ze w trdjkacie naprzeciw wiekszego kata
lezy dluzszy bok.

16. Oznacz przez K i L punkty stycznosci okregu dopisanego odpowiednio z prostymi AB i AC. Zauwaz, ze do
rozwiazania zadania wystarczy dowieéé réwnoéci M BD = SMCL. W tym celu wykaz, ze tréjkaty K DM oraz ENL
sa przystajace (np. zauwazajac przystawanie tréjkatow ADJ 1 AEJ i stosujac (x)). Nastepnie korzystajac z twierdzenia
o odcinkach stycznych udowodnij, ze DB = LC' i zauwaz, ze rowno$¢ ta wraz z przystawaniem trojkatéw KDM i ENL
implikuje przystawanie trojkatéw BDM i CLN.

17. Oznacz przez N $rodek odcinka AB i zauwaz, ze jest on réwniez srodkiem odcinka PQ). Korzystajac z wlasnosci

linii Srodkowej w tréjkgcie zauwaz, ze 2- MN = PQ i uzyj ().
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