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Dwusieczna kata w zadaniach olimpijskich

Na poczatek sformutuje kilka wlasnosci dwusiecznej kata, a takze dwusiecznych
kata w trojkacie, ktore dalej nazwe ,,faktami”.

Fakt 1. Punkt lezacy w obszarze kata (niezerowego) lezy na dwusiecznej tego kata
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest jednakowo odlegly od ramion tego kata.

Fakt 2. Dwusieczna kata zawiera si¢ w osi symetrii tego kata.

Fakt 3. Dwusieczne katow wewnetrznych trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie
bedacym $rodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

Fakt 4. Dwusieczna kata wewnetrznego trojkata i dwusieczne katow zewnetrznych przy
pozostatych dwoch wierzchotkach przecinajg si¢ w jednym punkcie bedacym srodkiem
okregu dopisanego do tego trojkata.

Fakt 5. Zatozmy, ze w trojkacie ABC dwusieczna kata przy wierzchotku A przecina bok
BC w punkcie D.

a) Punkt I, lezacy na odcinku AD, jest Srodkiem okrggu wpisanego w ten trojkat wtedy
i tylko wtedy, gdy kat wypukty BIC ma miare 90" + %, gdzie a = [XBAC].

b) Punkt J, lezacy na dwusiecznej AD™ na zewnatrz trojkata ABC, jest srodkiem
okrggu dopisanego do tego trojkata wtedy i tylko wtedy, gdy kat wypukly BJC ma

miarg 90" — %

Fakt 6. W trojkacie ABC dwusieczna kata przy wierzchotku A i symetralna boku BC
przechodzg przez srodek tuku BC, niezawierajgcym punktu A, okregu opisanego na
tym trojkacie.

Fakt 7. (tzw. twierdzenie o ,,trojliSciu”) Jezeli dwusieczna kata BAC w trojkacie
ABC przecina okrag opisany na tym trojkacie w punkcie W, to punkt I, lezacy na tej
dwusiecznej wewnatrz trojkata ABC, jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat
wtedy i tylko wtedy, gdy WB = WI = WC.

Uwaga. W tym zestawie nie ma zadan, w ktorych stosowane bytoby twierdzenie 250
dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie”, stosowana bytaby trygonometria, stosowane
bylyby wtasnosci zwigzane z tzw. potega punktu wzgledem okregu badz tez nalezatoby liczy¢
dhugosci odcinkéw. To sg umiejgtnosci na kolejny zestaw zadan zwigzanych z dwusieczng kata.
Natomiast w rozwigzaniach, oprocz podanych ,,faktow”, moga by¢ wykorzystywane wiadomosci
o katach wpisanych w okrag, katach srodkowych, czworokatach wpisanych w okrag.

Wszelkie uwagi dotyczace zadan 1 szkicOw rozwigzan mozna przesytac na adres

zbylutl@gazeta.pl



Zadania

1. (LXI OM-II etap) W pigciokacie wypuktym ABCDE wszystkie katy wewnetrzne majg rowne
miary. Wykaz, ze symetralna odcinka EA, symetralna odcinka BC i dwusieczna kata CDE
przecinaja si¢ w jednym punkcie,

2. W trojkacie ABC punkty M i N sa rzutami prostokatnymi wierzchotka A odpowiednio na
dwusieczne katow ABC 1 ACB. Wykaz, ze MN |l BC.

3. Wykaz, ze rzuty prostokatne wierzchotka A trojkata ABC na dwusieczne katow wewnetrznych
i katow zewngtrznych przy wierzchotkach B i C leza na jednej prostej.

4. W trojkacie prostokatnym ABC poprowadzono wysokos¢ CH do przeciwprostokatnej AB.
Dwusieczne katow CAB i BCH przecinajg si¢ w punkcie M, a dwusieczne katow CBA i ACH
przecinaja si¢ w punkcie N. Wykaz, ze MN | AB.

5. (VIII OMG - zawody | stopnia) Dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktorym AD + BC = CD.
Dwusieczne katow BCD i CDA przecinaja si¢ w punkcie S. Wykaz, ze AS = BS.

6. Przekatne czworokata wypuktego ABCD s jednakowej dtugosci i przecinaja si¢ w punkcie O.
Punkt P, wewnatrz kata AOD, jest taki, ze CD Il BP i AB Il CP. Wykaz, ze punkt P lezy na
dwusiecznej kata AOD.

7. Okrag wpisany w tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |<ACB|= 90°, jest styczny do bokéw BC, CA
i AB odpowiednio w punktach D, E, F. Zat6zmy, ze odcinek EH jest wysokos$cig w trojkacie DEF.
Wykaz, ze punkt H lezy na dwusiecznej kata BAC.

8. Punkty D i E, lezace odpowiednio na bokach BC i AC trojkata ABC, sa takie, ze AE = BD.
Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Wykaz, ze punkt Q, symetryczny do punktu P
wzgledem $rodka odcinka AB, lezy na dwusiecznej kata ACB.

9. Punkty P i Q,lezace odpowiednio na bokach AB i AC trojkata ABC, sg takie, ze BP = CQ.
Odcinki BQ i CP przecinaja si¢ w punkcie R. Okrggi opisane na trojkatach BPR 1 CQR przecinaja si¢
powtdrnie w punkcie S # R. Wykaz, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata BAC.

10. Dany jest prostokat ABCD. Punkt K, lezacy na potprostej DC™ jest taki, ze DK = DB. Punkt M
jest srodkiem odcinka BK. Wykaz, ze AM™ jest dwusieczng kata BAC.

11. Na okrggu wpisanym w trojkat ABC, stycznym do boku AC w punkcie S, jest taki punkt P, ze
srodki odcinkow AP i CP lezg na tym okrggu. Wykaz, ze PS™ jest dwusieczng kata APC.

12. Wykaz, ze jezeli okrag, wpisany w odcinek kota o cigciwie AB, jest styczny do tuku tego odcinka
w punkcie C, a do cieciwy AB w punkcie D, to CD™ jest dwusieczng kata ACB.

13. W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci BM 1 CN. Zat6zmy, ze dwusieczne katow BMC
i BNC przecinajg si¢ w punkcie P. Wykaz, ze trojkat BPC jest prostokatny i rOwnoramienny.

14. W trojkacie ABC srodkowa CD i dwusieczna AE™ (E € BC) sa prostopadte. Wiadomo, ze punkty
A, C, D, E leza na jednym okrggu. Wyznacz katy trojkata ABC.



15. W trojkacie rownoramiennym ABC, o podstawie BC, poprowadzono dwusieczng BD™
(D € AC). Okazalo si¢, ze BD + DA = BC. Wyznacz katy trojkata ABC.

16. (finat LXIX OM) Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Dwusieczna kata BAC
przecina bok BC w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku BC. Wykaz, ze prosta, przechodzgca
przez $rodki okrggdéw opisanych na trojkatach ABC 1 ADM, jest rownolegta do prostej AD.

17. Naboku BC kwadratu ABCD wybrano punkt M, a na boku CD punkt K tak, ze
|XMAK| = 45°. Wykaz, ze odlegto$¢ punktu A od prostej MK jest rowna dtugosci boku kwadratu.

18. Na bokach BC i CD kwadratu ABCD obrano odpowiednio punkty M i K tak, ze
|*BAM| = |«CKM| = 30°. Wyznacz miare kata AKD.

19. Dtugo$¢ boku kwadratu ABCD jest rowna 1. Na bokach AB i AD wybrano punkty P i Q tak,
ze obwod trojkata APQ jest rowny 2. Wykaz, ze |<PCQ |= 45",

20. W kwadracie ABCD na boku BC obrano punkt M, a naboku CD punkt N tak, ze
|<MAN|= 45°. Wykaz, ze $rodek okregu opisanego na trojkacie AMN lezy na przekatnej AC.

21. (finat XIIT OMJ) Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata rownobocznego ABC. Punkty D i E
leza odpowiednio na bokach AC i BC, przy czym |«DME|= 60°. Wykaz, ze AD + BE = DE + %AB.

22. W trojkacie ABC dwusieczne katow wewnetrznych przy wierzchotkach A i B przecinaja boki
BC i AC odpowiednio w punktach D i E. Wiedzac, ze AE + BD = AB wyznacz miar¢ kata ACB.

23. W trojkacie rownoramiennym ABC, o podstawie BC, punkt | jest srodkiem okregu wpisanego
w ten trojkat. Wiedzac, ze BC = AB + Al wyznacz miarg kata BAC.

24. W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczne AD™ i BE™ (D € BC,E € AC). Okazalo si¢, ze
DE™ jest dwusieczng kata ADC. Wyznacz miar¢ kata BAC.

25. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym AB = BC. Na boku AB obrano punkt M taki,
ze CM = AC, anaboku BC obrano punkt N taki, ze BN = MN. Dwusieczna kata CNM przecina
odcinek CM w punkcie P. Wykaz, ze BP 1 AC.

26. W trojkacie ABC, w ktorym |«BAC |= 120°, dwusieczne katow przy wierzchotkach A, B i C
przecinaja boki BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, E, F. Wykaz, ze |<EDF| = 90°.

27. W trojkacie ABC punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat, a punkt J jest
srodkiem okregu dopisanego do tego trojkata i stycznego do boku BC. Wykaz, ze
Al - A] = AB - AC.

28. W trojkacie ABC bok AC jest najdtuzszy. Na przedtuzeniach bokéw AB i CB, poza punkt B,
obrano odpowiednio punkty C; i A, takie, ze AC = AC,; = CA,. Wykaz, ze okrggi opisane na
trojkatach ABA; i CBC; przecinaja si¢ na dwusiecznej kata ABC.

29. W trojkacie ABC kat BAC ma miare 60°. Dwusieczne katow przy wierzchotkach B i C
przecinajg odpowiednio bok AC w punkcie D ibok AB w punkcie E. Wykaz, ze punkt
symetryczny do punktu A wzgledem prostej DE lezy na boku BC.



30. Punkt 1 jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wiadomo, ze Al = BC
i |XICA|=2-|xIAC|. Wyznacz miar¢ kata ABC.

31. (X1 OMJ — pierwszy etap) Dany jest trojkat ABC, w ktorym |<ACB| = 60°. Na trojkacie tym
opisano okrag w. Punkt X jest srodkiem tego tuku BC okregu w, ktéry nie zawiera punktu A,

a punkt Y jest srodkiem tego tuku CA okr¢gu w, ktory nie zawiera punktu B. Wykaz, ze prosta XY
jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC.

32. Na trojkacie ABC opisano okrag. Punkty E i F sg odpowiednio punktami przecigcia
dwusiecznych katow ABC i ACB z tym okrggiem. Wiadomo, ze odcinek EF jest styczny do okregu
wpisanego w trojkat ABC. Wyznacz miare kata BAC.

33. Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, za$ punkt J jest srodkiem okregu
dopisanego do tego trojkata. Wykaz, ze srodek odcinka 1J lezy na okregu opisanym na trojkacie
ABC.

34. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Punkt | jest srodkiem okrgegu wpisanego w trojkat
ABC i prosta Al przecina okrag w W punkcie M # A. Punkt J jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat ADC i prosta AJ przecina okrag w w punkcie N # A. Wykaz, ze jesli IM = N,

to |XBAC| = |XDAC]|.

35. Dwa okregi przecinaja si¢ w punktach A i B. Srodek O jednego z nich lezy na drugim okregu.
Na drugim okregu wybrano punkt S taki, ze odcinek SO przecina pierwszy okrag w punkcie P.
Wykaz, ze punkt P jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABS.

36. Trojkat ABC jest wpisany w okrag. Dwusieczna kata BAC przecina ten okrag w punkcie D.
Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, punkt K jest srodkiem odcinka BI, punkt
M jest punktem przeciecia si¢ prostych DK i AB. Wykaz, ze MI || BC.

37. Na trojkacie ABC opisano okrag. Dwusieczne katow BAC i BCA przecinajg si¢ w punkcie |
oraz przecinaja ten okrag odpowiednio w punktach M i N. Punkt P jest srodkiem tuku BAC tego
okregu. Odcinki MN i BP przecinaja sie w punkcie S. Wykaz, ze |<AIS|=90".

38. W pieciokacie ABCDE, wpisanym w okrag o srodku |, prawdziwe sg réwnosci AB = BC
I CD = DE. Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Odcinek BD przecina odcinki
CA 1 CE odpowiednio w punktach Q i R. Wykaz, ze trojkat PQR jest rownoramienny.

39. W trojkat ABC wpisano okrag o srodku | i promieniu r. Prosta Cl przecina okrag
0 promieniu R, opisany na trojkacie ABC, w punkcie D. Wykaz, ze CI - DI = 2Rr.

40. Na trojkacie prostokatnym ABC, w ktorym |XACB| = 90, opisano okrag. Na krotszych tukach
AC 1 BC tego okrggu odpowiednio obrano ich srodki K i L. Odcinek KL przecina
przyprostokatng AC w punkcie N.Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
Wyznacz miare kata NIC.

41. Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, punkt M jest srodkiem boku AC,
punkt W jest punktem przecigcia prostej Cl z okregiem opisanym na trojkacie ABC. Okazalo sie,

ze |« AIM| = 90°. Wyznacz stosunek %



42. W trojkacie ostrokatnym ABC proste, symetryczne do prostej AB wzglgdem prostych AC
I BC, przecinaja si¢ w punkcie D. Wykaz, ze Srodek okregu opisanego na trojkacie ABC lezy na
prostej CD.

43. Wysokosci trojkata ostrokatnego nierownoramiennego ABC przecinaja si¢ w punkcie H.
Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie BCH. Srodek | okregu wpisanego w trojkat
ABC lezy na odcinku OA. Wyznacz miar¢ kata BAC.

44. Punkt 1 jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wykaz, ze okrag opisany na
trojkacie BIC wyznacza na prostych AB i AC rowne cigciwy.

45. W czworokacie wypuktym ABCD potproste AB™ i DC™ przecinajg si¢ w punkcie K. Punkt P,
lezacy na dwusiecznej kata AKD, jest taki, ze proste BP i CP przechodzg odpowiednio przez
srodki odcinkow AC i BD. Wykaz, ze AB =CD.

46. Dwusieczne dwoch katow trojkata przecinaja sie pod katem 60°. Wykaz, ze jeden z katow tego
trojkata ma miare 60°.

47. Okrag o srodku |, wpisany w trojkat ABC, jest styczny do boku AC w punkcie K. Przez punkt
K prowadzimy prostg, prostopadta do boku BC, ktora przecina dwusieczng kata ACB w punkcie D.
Wykaz, ze KI = KD.

48. Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wykaz, ze jesli CA + Al = CB,
to |<CAB| = 2 - |<ABC]|.

49. Punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Dwusieczne katow wewngtrznych przy
wierzchotkach A, B, C przecinaja okrag opisany na tym trdjkacie odpowiednio w punktach D, E, F.
Wykaz, ze EF 1 AD.

50. Wykaz, ze jezeli prosta dzieli trojkat na dwie figury o réwnych polach i rownych obwodach, to
przechodzi przez $rodek okregu wpisanego w ten trojkat.

51. Wykaz, ze jezeli prosta dzieli wielokat, w ktoéry mozna wpisaé¢ okrag, na dwa wielokaty 0
réwnych polach i réwnych obwodach, to przechodzi przez srodek tego okregu..

52. W czworokacie wypukltym ABCD potproste DA™ | CB™ przecinajg si¢ w punkcie E, a potproste
BA™ i1 CD™ przecinaja si¢ w punkcie F. Wykaz, ze jezeli dwusieczne katow CED i BFC sa
prostopadte, to na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag.

53. Na bokach AB, BC i CA trdjkata ostrokgtnego ABC obrano odpowiednio punkty C;, A4, B; tak,
ze BC; = C;A; = A1B, = B;C. Wykaz, ze ortocentrum trojkata A;B,C; lezy na dwusiecznej kata
BAC.

54. Punkt D na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC jest taki, ze potokrag o srednicy
AD jest styczny do przyprostokatnej BC w punkcie M. Wykaz, ze AM™ jest dwusieczng kata BAC.

55. Styczna do okregu opisanego na trojkacie ABC, przechodzaca przez punkt B, przecina prostg AC
w punkcie P. Okrag o $srodku P i promieniu PB przecina bok AC w punkcie Q. Wykaz, ze BQ™
jest dwusieczng kata ABC.



56. Czworokat ABCD, wpisany w okrag, jest taki, ze AD + BC = AB. Wykaz, ze dwusieczne katow
ADC i BCD przecinajg si¢ na prostej AB.

57. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach M
i N. Prosta MN przecina dwusieczna kata ABC w punkcie P. Wykaz, ze |<BPC| = 90°.

58. Z wierzchotkow B i C trojkata ABC opuszczono prostopadte BM i CN odpowiednio na
dwusieczne katow ACB i ABC. Wykaz, ze prosta MN przecina boki AB i AC w punktach ich
stycznos$ci z okrggiem wpisanym w trojkat ABC.

59. Okrag wpisany w trojkat ostrokagtny ABC jest styczny do bokoéw AB i AC odpowiednio w
punktach D i E. X 1Y sg punktami przecigcia prostej DE odpowiednio z dwusiecznymi kgtow ACB
i ABC. Punkt Z jest srodkiem boku BC. Wykaz, ze XZ = YZ.

60. W trojkacie ABC dwusieczne katow BAC i ABC przecinajg okrag o $rednicy AB odpowiednio
w punktach D i E. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC i AC odpowiednio
w punktach F i G. Wykaz, ze punkty D, E, F, G sg wspotliniowe.



Szkice rozwigzan

1. Zatézmy, ze potproste DE~ | BA™ przecinaja si¢ w punkcie F, a potproste DC™ | AB~
przecinajg si¢ w punkcie G. Trojkaty AFE i BGC sg rownoramienne, wigc punkt przecigcia si¢
symetralnych bokéw EA i BC jest tez punktem przecigcia si¢ dwusiecznych katow GFD

i FGD w trojkacie DFG. Dlatego dwusieczna kata GDF (i takze kata CDE) przechodzi przez
ten punkt.

2. Poniewaz dwusieczna kata zawiera si¢ w osi symetrii tego kata, wigc punkty M; i Ny,
symetryczne do punktu A, odpowiednio wzgledem dwusiecznych katow ABC i ACB, lezg na
prostej BC, a wtedy odcinek MN jest linig Srodkowg w trojkacie AM{N,, wiec MN || M{N; i
takze MN || BC.

3. Zatozmy, ze punkty M i N sg rzutami prostokatnymi punktu A odpowiednio na dwusieczne
katow wewnetrznych ABC i ACB, za$ punkty P i Q sa rzutami prostokatnymi punktu A
odpowiednio na dwusieczne katow zewnetrznych przy wierzchotkach B i C, lezacych po tej
stronie prostej BC co wierzchotek A. Podobnie, jak w rozwiazaniu zadania 2, stwierdzamy, ze
MN || BC i MQ |l BC, wigc punkty M, N i Q leza na jednej prostej. Analogicznie
stwierdzamy, ze punkty M, N i P leza na jednej proste;.

4. Zatézmy, ze a = |<BAC|, p= |<ABC|. Wtedy |<ACH| =B, |<BCH|=«a ,
i |<CAM|+ |<ACM| =§+ (,8 +§) = o+ B =90°,wiec |[<AMC| =90’ i punkt M jest

rzutem prostokgtnym wierzchotka C na dwusieczng AM ™. Analogicznie punkt N jest rzutem
prostokatnym wierzchotka C na dwusieczng BN~. Z zadania 2 wynika, ze MN || AB.

5. Obierzmy na boku CD punkt E taki,ze CE = CB i DE = DA. Wtedy trojkaty BCE i ADE
sg rownoramienne, wiec dwusieczne katow BCD i CDA zawierajg si¢ odpowiednio w
symetralnych odcinkow BE i AE. Poniewaz punkt S lezy na tych symetralnych, wigc SB = SE
i SA =SE. Dlatego SA = SB.

6. Z rownolegtosci AB || CP wynika, ze [APC] = [BPC] (symbolem [XYZ] oznaczam pole
trojkata XYZ). Podobnie [BPC] = [BPD]. Stad [APC] = [BPD], a poniewaz AC = BD, wigc
wysokosci trojkatow ACP i BDP, opuszczone odpowiednio na boki AC i BD, majg t¢ samg
dhugos¢ 1 dlatego punkt P lezy na dwusiecznej kata AOD.

7. Prosty rachunek na katach pokazuje, ze |<HFE| = |&DFE| = 45’, a poniewaz
|*EHF| = 90°, wigc |«<FEH| = 45" idlatego HE = HF. Ponadto AE = AF, wiec prosta AH
jest symetralng odcinka EF i zawiera dwusieczng kata BAC.

8. Poniewaz punkt M jest srodkiem odcinkéw AB i PQ, wigc czworokat APBQ jest
rownoleglobokiem, a czworokaty AQPE i BQPD sg trapezami. Dlatego [BDQ] = [BPQ] =
[APQ] = [AEQ], wiec wysokosci trojkatow AEQ i BDQ, opuszczone z wierzchotka Q
odpowiednio na proste AC i BC, sg tej samej dlugosci, co dowodzi, ze punkt Q lezy na
dwusiecznej kata ACB.

9. Czworokaty BPRS i CQRS sg wpisane w okrag, wiec |<PBS| = |&SRC| = |xSQC]|.
Podobnie |«SCQ| = |«SPB]|. Poniewaz BP = CQ, wigc trojkaty BPS i SCQ sa przystajace

i ich wysokosci opuszczone odpowiednio na proste AB i AC sa tej samej dtugosci, co dowodzi,
ze punkt S lezy na dwusiecznej kata BAC.



10. Trojkat BDK jest rownoramienny (BD = DK), wigc DM L BK i DM~ jest dwusieczng
kata BDK. Poniewaz |«BMD| = 90°, wiec punkt M lezy na okregu opisanym na prostokacie
ABCD ituki BM oraz CM sg rowne. Dlatego |<BAM| = |XMAC]|.

11. Zat6zmy, ze K i L sg odpowiednio $rodkami odcinkéw AP i CP. Wtedy KL || AC. Proste
réownolegle AC i KL odcinajg na okr¢gu wpisanym w trojkat ABC rowne tuki KS i SL(wynika
to np. z symetrii wzgledem prostej przechodzacej przez S i prostopadtej do prostej AC), wiec
|«SPA| = |«SPK| = |«SPL| = |«SPC]|.

12. Zal6zmy, ze odcinki CA i CB przecinaja okrag wpisany w odcinek kota odpowiednio w
punktach K i L oraz, ze prosta | jest styczna w punkcie C do okregu opisanego na trojkacie
ABC. Jest ona tez styczna w punkcie C do okregu wpisanego w odcinek kota. Obierzmy na
prostej | punkt P # C taki, ze kat ACP nie zawiera trojkata ABC. Wtedy, z twierdzenia o kacie
miedzy styczng i cigciwa, otrzymujemy rownosci |XACP| = |XKLC| = |<ABC|. Wi¢ec KL || AB
i, rozumujac analogicznie jak w rozwigzaniu zadania 11, stwierdzamy, ze |XACD| = |&DCB|.

13. Okrag o, o $rednicy BC, przechodzi przez punkty M i N. Dwusieczna kata BMC
przechodzi przez srodek tego tuku BC okrggu o, ktory nie zawiera punktu M. Analogicznie,
dwusieczna kata BNC przechodzi przez ten sam $rodek tuku BC. Zatem punkt P jest tym
srodkiem i BP = PC oraz |«BPC| = 90°, bo BC jest $rednicg okregu .

14. W trojkacie ACD wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka A zawiera si¢ w dwusiecznej AE™,
wigc odcinek AE jest $rednicg okregu opisanego na czworokacie ADEC, trojkat ACD jest

rownoramienny i AC = AD = %AB. Wiynika stad, ze |<ABC| = 30", |<BAC| = 60,
|«<ACB| = 90".

15. Zatézmy, ze okrag opisany na trojkacie ABD przecina odcinek BC w punkcie E. Wtedy
AD = DE. Przyjmijmy, ze |XABD| = |&DBC| = a. Wtedy |XEDC| = |XDCE| =2a i
DE = EC = AD. Ponadto BC =BD + DA =BD + EC =BE + EC, wigc BD =BE i
|«BDE| = |<BED| = 4a. Dlatego w trojkacie BED mamy 9a = 180°. Stad a = 20’ i wtedy
|XABC| = |2ACB| = 40°, |«<BAC| = 100",

16. Wiadomo, ze (Fakt 6) dwusieczna kata BAC i symetralna boku BC przecinajg si¢ w $rodku
tluku BC, niezawierajagcym punktu A, okregu opisanego na trojkacie ABC. Niech W bedzie tym
punktem. Zalézmy tez, ze punkty O i S sg $rodkami okregdéw opisanych odpowiednio na
trojkatach ABC i ADM oraz, ze odcinek WX jest $rednicg okrggu opisanego na trojkacie ABC.
Wtedy [«DAX | = |[<WAX| = 90°, a poniewaz takze |[<DMX| = 90°, wiec na czworokacie DAXM
mozna opisa¢ okrag, ktory jest tez okregiem opisanym na tréjkacie ADM. Srodek tego okregu,
punkt S, jest srodkiem odcinka DX. A poniewaz punkt O jest srodkiem odcinka WX, wigc
odcinek SO jest linig srodkowa w trojkacie DWX i dlatego SO || DW, itakze SO || AD.

17. Punkt A lezy na dwusiecznej kata KCM (w AKCM) i |«KAM| = 90° — % |<KCM| = 45°,

wigc A jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata KCM (Fakt 5b) i dlatego jego odlegtosci od
prostych zawierajacych boki trojkata KCM sg sobie rowne.

18. [¥BMA| = |¥CMK| = |¥AMK| = 60°, CA™ jest dwusieczng kata KCM (w trojkacie KCM),
MA™ jest dwusieczng kata zewnetrznego w trojkacie KCM, wigc KA~ tez jest dwusieczng kata
zewngtrznego w trojkacie KCM. Wynika stad, ze |XAKD| = %|<IDKM| =75".



19.2 = AP + AQ + PQ = AP + AQ + PB + QD, wiec PQ = PB + QD. Obierzmy na odcinku PQ
punkt S taki, ze PS =PB. Wtedy QS = QD ipunkt S jest punktem styczno$ci okregu
dopisanego do trojkata APQ z bokiem PQ a $rodkiem tego okregu jest punkt C. Zatem

|«PCQ| = 90° — % |<PAQ| = 45°.

20. Tak, jak w rozwigzaniu zadania 17. stwierdzamy, ze punkt A jest Srodkiem okrggu dopisanego
do trojkgta MCN. Zat6zmy, ze punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkgt MCN. Wtedy
|*AMI| = |%ANI| = 90°, wiec punkty M i N leza na okregu o $rednicy Al i érodek okregu
opisanego na trdjkacie AMN jest srodkiem odcinka Al i dlatego lezy na przekatnej AC.

21. |¥DME| = 60" = 90° — % |«DCE| i M lezy na dwusiecznej kata ACB. Wynika stad, ze M
jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata DCE. Zatozmy, ze punkty P, Q, R sg rzutami
prostokatnymi punktu M odpowiednio na odcinki AC, DE i BC, to PD = DQ, RE = EQ

i PD + RE = DE. A poniewaz AP =~AM =~BM = BR, wigc

AD+BE=AP+BR+PD+RE=%AB+DE.

22. Obierzmy na boku AB punkt F taki, ze AF = AE. Wtedy BF = BD. Zat6zmy, ze punkt | jest
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Trojkaty AEI i AFI sg przystajace, wigc

|XAEI| = |%AF]I|, a z przystawania trojkatow BFI i BDI wynika, ze |&BFI| = |&BDI|. Z tych
rownosci wynika, ze |XAEI| = |XIDC|, wiec na czworokacie CEID mozna opisa¢ okrag, a wtedy
|XEID| = 180° — |XACB]|, a poniewaz |<AIB| = 90" + % |*ACB| (Fakt 5a) i |<EID| = |<AIB],

wige z rownoci 180° — [ACB| = 90° +~|%ACB| otrzymujemy, ze |<ACB| = 60’

23. Przedtuzmy odcinek CA, poza punkt A, do punktu D tak, by AD = Al. Wtedy CD = CB.
Oznaczmy miary katoéw trojkata ABC przy wierzchotkach A, B, C odpowiednio przez a, 3, .
Jest |%AIB| = 90° + 2y, |4ADB| = |«CDB| = |4CBD| = 90" — -y , wic

|«AIB| + |<ADB| = 180" i na czworokacie AIBD mozna opisa¢ okrag. Dlatego

|«ADI| = |®ABI| = %,8 . Trojkat ADI jest rownoramienny, wiec |<DAI| = 180° — S,

|«CAI| =B = %a, zatem a = 2f,ale y = S, wiec 45 =180", 8 =45, a =90".

24. Punkt E jest punktem przecigcia si¢ dwusiecznej kata wewngtrznego przy wierzchotku B

i dwusiecznej kata zewngtrznego przy wierzchotku D w trojkacie ABD. Wynika stad (Fakt 4),
ze AE™ jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku A w trojkacie ABD. Stad

|*BAC| = 120°

25. Przy standardowych oznaczeniach (jak w rozwigzaniu zad. 23) mamy a = y, 2a = 5,
|*CMN| = 180" — (a + B) = a, wiec MC™ jest dwusieczng kata AMN. Punkt P jest punktem
przecigcia si¢ dwusiecznych katow zewnetrznych przy wierzchotkach M i N w trojkacie AMN,
wiec lezy tez na dwusiecznej kata przy wierzchotku A w tym trdjkacie, a takze na dwusiecznej
kata przy wierzchotku A w trojkacie ABC. Dlatego BPLAC.

26. W trojkacie ABD punkt E jest punktem przecigcia si¢ dwusiecznej kata wewnetrznego przy
wierzchotku B i dwusiecznej kata zewnetrznego przy wierzchotku A. Dlatego DE™ jest
dwusieczng kata ADC. Podobnie stwierdzamy, ze DF~ jest dwusieczng kata ADB. Wynika stad,
ze |<EDF|=90".



27. |%AIC| = |€ABJ| = 90° +2E (przy standardowych oznaczeniach) i |«CAI| = |¥JAB|. wigc
trojkaty AIC 1 ABJ sg podobne. Zatem % = j—é ,AB - AC = Al - 4J.

28. Wykazemy, ze okregi opisane na trojkagtach ABA,; 1 CBC; przecinajg si¢ w punkcie | —
srodku okregu wpisanego w trojkat ABC. Rozpatrzmy okrag opisany na trojkacie ABI. Wtedy
|xAIC| =90° + 21 Ponadto |«BAA| = |<CA;A| =90° — 21 Wynika stad, ze punkt A, tez lezy
na tym okregu, zatem punkt | lezy na okregu opisanym na trojkacie ABA;. Podobnie
stwierdzamy, ze punkt | lezy na okregu opisanym na trojkacie CBC;.

29. Zal6zmy, ze punkt | jest srodkiem okrggu wpisanego w trojkat ABC. Wtedy
|&DIE| = |&BIC| = 90° + % = 120°, wiec na czworokacie AEID mozna opisaé okrag

I |XAED| = |XAID| = azﬂ Analogicznie |XADE| = aTﬂ/ Zalozmy, ze okrag opisany na trojkacie

BIE przecinabok BC w punkcie F. Wtedy |«IFC| = |&BEI| = 180° — |<AEI| = |«ADI| ina
czworokgcie IDCF tez mozna opisa¢ okrag. Dlatego |XFED| = |XFEI| + |XIED| = |&XFBI| +

|2IAD| = “£ = |9AED|. Analogicznie |<FDE| = “ = |<ADE|. Wynika stad, ze trojkaty ADE
i FDE sa przystajace i sg symetryczne do siebie wzgledem prostej DE, wigc punkty A i F tezsa

symetryczne do siebie wzgledem prostej DE.

30. Zatozmy, ze dwusieczna kata ACB przecina bok AB w punkcie D oraz, ze |<BAC| = a. Na
przedtuzeniu odcinka Cl, poza punkt I, obierzmy punkt E taki, ze Al = AE. Wtedy

|*XACD| = |«CAD| = a. Jeden z trojkatow AID, AED powinien by¢ przystajacy do trojkata CBD
(rowna para bokoéw 1 kat miedzy jednym z tych bokow 1 prosta zawierajacg trzeci bok). To
powinien by¢ trojkat AED (dlaczego? — zadanie dla czytelnika). Wynika stad, ze

|XAED| = |XAIE| = %a, |*ABC| = 180° — 3a = |XAEC| = %a. Stad a = 40°, |<ACB| = 80,
|«ABC| = 60"

31. Z zalozenia wynika, ze potproste AX~ i BY ™ sg odpowiednio dwusiecznymi katow BAC i
ABC. Jezeli punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, to z twierdzenia o ,,tréjlisciu”
wynika, ze XB = XI =XC i YA =YI =YC.Ponadto |«AYI| = |«BXI| = 60", wiec Al =YI
oraz Bl = XI. Wynika stad, ze trojkaty AIB oraz YIX sa przystajace, wiec odlegtosci punktu | od
prostych AB i XY sg takie same, a stad wynika teza zadania.

32. |xIBC| = |XIFE| i |xICB| = |XIEF|, wiec trojkaty IBC oraz IFE s3 podobne, Z zalozenia
wynika, ze wysokosci tych trojkatow, opuszczone z wierzchotka |, sg rowne, wiec trojkaty te sa
przystajace i IB = IF oraz IC = IE. Zatem trojkaty IBF i ICE sg roéwnoboczne i |[<BAC| = 60.”

33. Zatozmy, ze punkt J jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC i stycznego do

boku BC. Na czworokacie BICJ mozna opisac okrag, ktorego srodkiem jest punkt M — srodek
odcinka 1J, gdyz katy przy wierzchotkach B i C w tym czworokacie sa proste. Okrag ten jest tez
opisany na trojkacie BIC, wigc z twierdzenia o ,,trdjlisciu” 1 z wlasnos$ci srodkowej w trojkacie
prostokatnym poprowadzonej z wierzchotka prostego wynika, ze M lezy tez na okrggu opisanym
na trojkacie ABC.

34. Z twierdzenia o ,,trojlisciu” zastosowanego do trojkatow ABC i ACD wynika, ze
MB = MI =MC i NC=NI=ND.Jesli IM=JN,to BM =MC =CN =ND i |«BAM| =
|[«MAC| = |%CAN| = |&«NAD|, wiec takze |«BAC| = |«CAD|.



35. Poniewaz OA = OB., wiec |XASO| = |X0OSB| i SO~ jest dwusieczng kata ASB. Punkt P na
tej dwusiecznej jest taki, ze OP = OA = OB., wigc z twierdzenia o ,,trojlisciu” wynika, ze P jest
srodkiem okrggu wpisanego w trojkat ABS.

36. Z twierdzenia o ,,tr6jlisciu” mamy DB = DI, a poniewaz punkt K jest srodkiem odcinka Bl,
wigc DK L BI iprosta DK jest symetralng odcinka Bl. Zatem BM = MI i |&MIB| = |<¥MBI| =
= |«IBC|. Stad wynika, ze MI || BC.

37. Z twierdzenia o ,,trojlisciu” wynika, ze MB = MI. Ponadto NB = NA, bo N jest srodkiem tuku
AB (bez punktu C). Zatem |XBMN| = |&NMA)| itrojkaty SBM oraz SIM sg przystajace,
a poniewaz |<SBM| = |«PBM| = 90°, bo odcinek PM jest érednica, wigc takze |XSIM| = 90",

38. W trojkacie ACE punkt P jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat, wiec z twierdzenia o
Hrojlisciu” wynika, ze DP = DC = DE i BP = BC = BA. Wynika stad, ze prosta BD jest symetralng
odcinka CP, a poniewaz |XCQR| = |XQBC|+ |*QCB| = |XRCD| + |XRDC| = |XCRQ|, wiec
CQ =CR. Punkty C i P sasymetryczne do siebie wzgledem prostej BD, wigc takze PQ = PR.

39. Zat6ézmy, ze punkt E jest punktem styczno$ci okregu wpisanego w trojkat ABC z bokiem AC
oraz, ze odcinek DF jest $rednica okregu opisanego na tym trojkacie. Wtedy |<DBF| = 90°,

rrrrr

. . . ., . IE _ DB _ DI DI
wiec otrzymujemy stad rOwnosci — = — = —, — == CI DI = 2Rr.
CI DF DF" CI 2R

40. Z twierdzenia o ,,trojlisciu” mamy KC =KI i LC = LI, wigc prosta KL jest symetralna
odcinka Cl, a poniewaz N € KL, wiec NC=NI i |&NIC| = |<NCI| = 45",

41. Zat6zmy, ze punkt J jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC i stycznego do boku
AB. Poniewaz AJ L Al, wiec IM || A] i IM jest linig srodkowa w trojkacie ACJ. Z twierdzenia o
Hrojlisciu” i rozwigzania zadania 33. wiemy, ze punkt W jest $srodkiem odcinka 1J, wigc

Cl=1]=2-IW,zatem = = 2.
w

42. Potproste AC™ i BC™ sa dwusiecznymi katow zewnetrznych w trojkacie ABD, wiec punkt C
jest srodkiem okregu dopisanego do tego trojkata. Jesli punkt O jest punktem przecigcia si¢
odcinka DC i okrggu opisanego na trojkacie ABD, to z tego, ze DC™ jest dwusieczng kata ADB
1 z wlasnos$ci okregu dopisanego wynika réwnos¢ OA = OB = OC.

43. Z zatozenia (I € 0A) wynika, ze O lezy na dwusiecznej kata BAC i na symetralnej boku BC,
wigc jest srodkiem tuku BC (bez punktu A) okregu opisanego na trojkacie ABC. Wynika stad, ze
OB = 0C = OH, aletez OB = OC = 0Ol (z twierdzenia o ,,trojlisciu”), wiec punkt | tez lezy na
okregu opisanym na trojkacie BCH i |<BHC| = |&BIC|. Ale |<BHC| = 180" — |XBAC|,
|XBIC| = 90° + 2 |4BAC|, wige 180" — [BAC| = 90° + 2 |4BAC| i |4BAC| = 60",

44. Srodkiem okregu opisanego na trojkacie BIC jest punkt M przecigcia si¢ dwusiecznej AI™ i
okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt M lezy na prostej Al, wiec z symetrii wzgledem
prostej Al wynika rownos¢ cigciw.



45. Proste BP i CP zawieraja srodkowe trojkatow ABC i BCD odpowiednio, wigc punkty AiC
sg jednakowo oddalone od prostej BP, a punkty B i D sg jednakowo oddalone od prostej CP.
Wynika z tego, ze [PAB] = [PBC] = [PCD], a poniewaz wysokosci trojkatéw PAB i PCD,
poprowadzone z wierzchotka P, s3 tej samej dtugosci (bo punkt P lezy na dwusiecznej kata AKD),
wiec AB = CD.

46. Zatézmy, ze w trojkacie ABC dwusieczne kgtéw przy wierzchotkach A 1 B przecinajg si¢
w punkcie | pod katem 60° oraz, ze dwusieczna kata przy wierzchotku A przecina bok BC

w punkcie D. Wiadomo z poprzednich zadan, ze |<AIB| = 90° + % |XACB| > 90°, wiec
|«BID| = 60°. Ale |<AIB| = 120°, wiec |XACB| = 60".

47. W trojkacie CKI: |XCIK| = 90" — % |XACB|. Zat6zmy, ze prosta KD przecina bok BC
w punkcie L. Wtedy w trojkacie CLD: |«CDL| = 90" — % |XACB|. Stad |«CIK| = |&CDL| =
|<KDI|,wi¢c KI=KD.

48. Na przedtuzeniu odcinka CA, poza punkt A, obierzmy punkt D tak, by AD = Al, Wtedy
CD =CB i trojkaty DIC oraz BIC sa przystajace (sg symetryczne wzgledem prostej Cl). Zatem
|<CDI| = |&XCBI| i |XCAB| =2+ |xCAI| = 4-|xCDI| =4 -|XCBI| = 2 |XCBA]|.

49. Z twierdzenia o ,,trojlisciu” wynika, ze EA = El i FA = FI, wigc prosta EF jest symetralng
odcinka Al idlatego EF L Al, co dowodzi, ze takze EF L AD.

50. Patrz rozwigzanie zadania 51.

51. Zat6ézmy, ze punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w wielokat oraz, ze prosta PQ (P i1 Q
leza na brzegu wielokata) dzieli wielokat na dwie figury o rownych obwodach. Wtedy odcinki OP
i OQ dzielg ten wielokat na dwie czgéci o rownych polach (wystarczy potaczy¢ punkt O z
wierzchotkami wielokata 1 zauwazy¢, ze otrzymane trojkaty z wierzchotkiem O maja taka sama
wysokos$¢ opuszczong z tego wierzchotka, o dtugosci rownej dtugosci promienia okregu
wpisanego). Jesli ponadto prosta PQ dzieli tez pole danego wielokata na potowy, to punkt O musi
leze¢ na odcinku PQ.

52. Zatozmy, ze dwusieczne katow CED i BFC sa prostopadte oraz, ze dwusieczna kata BFC
przecina boki AD i BC odpowiednio w punktach K i L. Wtedy trojkat KEL jest
rownoramienny. Przyjmijmy, ze |XBFL| = |&XLFC| = a i |XLKE| = |XKLE| = B. Wtedy
|%CDA| =a+p i |<ABC| = |¥FBL| = 180" — (a + ) i |XABC| + |<CDA| = 180°, co
dowodzi, ze na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag.

53. Trojkaty BC; A, i A{B;C sg rownoramienne, wiec |&C;A,B| = |XABC|, |¥B,A.C| = |XACB|.
Wtedy [«C;A,B;| = |¥BAC|. Zal6zmy, ze punkt H jest ortocentrum trojkata A, B,C;. Wtedy
|«B;HC;| = 180" — |%BAC| ina czworokacie AC,; HB; mozna opisa¢ okrag. Ponadto HB; = HCj,
bo prosta A;H jest symetralng odcinka B,C,, wiec |&C;AH| = |<HAB, |, gdyz sa to katy wpisane,
oparte na rownych cieciwach.

54. Jezeli punkt O jest srodkiem potokregu, to OM =OA i OM L BC, wigc OM || AC. Wynika
stad, ze |XMAO| = |*OMA| = |xMAC].



55. Z zalozenia wynika, ze AB # BC. Zalozmy, ze AB < BC. Trojkat PBQ jest rownoramienny 1
|«PBQ| = |«<PQB]| . Ponadto |«BQA| = |*CBQ| + |*BCQ]|, wigc
|<CBQ| = |«BQA| — |<BCQ| = |*QBP| — |<ABP| = |<ABQ|.

56. Zat6zmy, ze punkt E na odcinku AB jest taki, ze AE = AD i BE = BC oraz, ze okrag opisany
na trojkgcie CDE przecina bok AB w punkcie F. Wtedy |XAFD| = |XEDC|. Ponadto |<ADC| =
180° — |XEBC| = 2 - |*BCE| = 2+ |<BCD| — 2 - |<ECD| = 360" — 2 - |«FAD| — 2 - |<AFD| =
2 - |*ADF|. Podobnie |«BCD| = 2-|&BCF|. Wynika stad, ze F jest punktem przecigcia si¢
dwusiecznych katow ADC i BCD.

57. Zat6zmy, ze punkt | jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC oraz, ze punkt P lezy na
zewnatrz tego trojkata. Wtedy, przy standardowych oznaczeniach, |«BIC| = 90" + %, wige

|«CIP| =90° — % Takze |*CNP| = 90" — %, wigc na czworokgcie INPC mozna opisac okrag,
aponiewaz |ZINC| = 90°, wiec takze |XBPC| = |ZIPC| = 90°. Jezeli punkt P lezy wewnatrz
trojkata ABC, to wtedy |«CNP| = 90° +% i |«CIP| + |«CNP| = 180°, wicc na czworokacie

IPNC mozna opisa¢ okrag 1 dalej rozumujemy jak poprzednio. Jezeli P lezy na boku AC,t0o P =N
| teza jest oczywista.

58. Zatozmy, ze | jest srodkiem okrggu wpisanego w trojkat ABC oraz, ze prosta MN przecina
bok AC w punkcie P.Punkty M i N lezg na okregu o $rednicy BC, wiec

|*MNB| = |*MCB| = |%ACI|, awtedy punkty C, I, P, N lezg na jednym okregu

i |«CPI| = |«CNI| = 90°. Wynika stad, ze punkt P jest punktem stycznosci okregu wpisanego
w trojkat ABC z bokiem AC.

59. Z zadania 57. wynika, Ze trojkaty BXC i BYC sa trojkatami prostokatnymi z
przeciwprostokatng BC, wigc XZ =YZ = %BC .

60. Zalozmy, ze punkt D lezy na zewnatrz trojkata ABC oraz, ze punkt | jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat. Wtedy |«BDI| = |«BFI| = 90" ina czworokacie BIFD mozna opisa¢
okrag. Zatem |XFDI| = |XFBI| = |[XEBA| = |XEDA|, wigc punkty E, F, D sg wspotliniowe. Jesli
D lezy wewnatrz okregu, Jesli D lezy wewnatrz trojkata ABC, to na czworokacie BIDF mozna
opisa¢ okrag i wtedy |«FDI| = 180" — |&FBI| = 180° — |<EBA| = 180" — |<EDA|. Wynika
stad, ze |XFDI| + |«IDE| = 180°, wiec i w tym przypadku punkty E, D, F sa wspétliniowe.
Analogicznie pokazujemy, ze punkty G, D, E s3 wspotliniowe.



