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Czesé |

Co ciekawego kryje kartka w kratke?



Co to jest punkt kratowy?
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Co to jest wielokat?
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Co to jest wielokat?

Wielokat to figura, ktérej wnetrze jest w jednym kawatku, nie ma dziur,
a jej boki sg odcinkami (ktére sie nie przecinaja).
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Co to jest wielokat kratowy?
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Co to jest wielokat kratowy?

Wielokat kratowy to wielokat, ktérego kazdy wierzchotek jest punktem
kratowym.
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Co to jest wielokat kratowy?

Wielokat kratowy to wielokat, ktérego kazdy wierzchotek jest punktem
kratowym. Zastandwmy sie, jakie pole ma kazdy z ponizszych wielokatéw.
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Co tatwo odczytaé z rysunku?
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Co tatwo odczytaé z rysunku?

Jak widaé, wyznaczanie pdl pewnych wielokatéw kratowych moze by¢
ucigzliwe. . .
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— liczbe punktéw kratowych znajdujacych sie w jego wnetrzu.
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Wzér Picka
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Okazuje sie, ze pole P wielokata F wyraza sie wzorem

P=1I+B/2—1.
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\ \ \ \

\ \ \ \
Na przyktad dla powyzszego wielokata mamy B = 11 oraz | = 3, wiec

P=3+11/2—1.
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P=I1+B/2—-1
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Czeé€ I

Kropki, kreski i co z tego wynika. ..



Co to jest graf?
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Co to jest graf?

Mowiac obrazowo, graf to kropki (wierzchotki), ktérych niektére pary sa
potaczone kreskami (krawedziami).
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Co to jest graf?

Mowiac obrazowo, graf to kropki (wierzchotki), ktérych niektére pary sa
potfaczone kreskami (krawedziami).

Zaktadamy przy tym, ze zaden wierzchotek nie jest potaczony sam ze sobg,
ani zadna para wierzchotkéw nie jest potaczona wiecej niz jedng krawedzia.
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Co to jest graf ptaski? Co to jest graf spdjny?
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Co to jest graf ptaski? Co to jest graf spdjny?

Graf ptaski to graf tak narysowany, ze jego krawedzie sie nie przecinajj.
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Graf spdjny to graf, ktéry jest w jednym kawatku, to znaczy z kazdego
wierzchotka mozna doj$¢ po krawedziach do kazdego innego.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 10 / 28



Co to jest graf ptaski? Co to jest graf spdjny?

Graf ptaski to graf tak narysowany, ze jego krawedzie sie nie przecinajj.

Graf spdjny to graf, ktéry jest w jednym kawatku, to znaczy z kazdego
wierzchotka mozna doj$¢ po krawedziach do kazdego innego.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 10 / 28



Czym jest Sciana w spdjnym grafie ptaskim?
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Czym jest Sciana w spdjnym grafie ptaskim?

Jezeli graf jest spdjny i ptaski, to jego krawedzie dzielg ptaszczyzne na
obszary, ktére nazywamy $cianami (jeden z nich jest nieograniczony).
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Liczby W, K, S
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Liczby W, K, S

Niech W oznacza liczbe wierzchotkéw, K liczbe krawedzi, a S liczbe Scian.
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Liczby W, K, S

Niech W oznacza liczbe wierzchotkéw, K liczbe krawedzi, a S liczbe Scian.

W =9 K =13 S=

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 12 /28



Liczby W, K, S

Niech W oznacza liczbe wierzchotkéw, K liczbe krawedzi, a S liczbe Scian.

W =9 K =13 S=6

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 12 /28



Wzér Eulera

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 13 /28



Wzér Eulera
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Atomowy archipelag

1) Rozwazmy dowolny spéjny graf
ptaski.
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Atomowy archipelag

1) Rozwazmy dowolny spéjny graf
ptaski. Potraktujmy go jako mape
archipelagu: wierzchotki to wyspy,
krawedzie to mosty, Sciany za$ to
akweny (ocean tez sie liczy).

2) Przypusémy, ze poczatkowo
W — K+ S =X (chcemy
udowodni¢, ze X = 2).

Bedziemy wykonywa¢ takie
modyfikacje sieci mostéw, zeby
warto$¢ W — K + S nie ulegata
zmianie.
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Krok 1: niszczymy most
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Krok 1: niszczymy most

3) Usunimy dowolny most, ktdry
oddziela rézne akweny (jezeli taki
istnieje).

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 16 / 28



Krok 1: niszczymy most

3) Usunimy dowolny most, ktdry
oddziela rézne akweny (jezeli taki
istnieje).

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 16 / 28



Krok 1: niszczymy most

3) Usunimy dowolny most, ktdry
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Krok 1: niszczymy most

3) UsuAmy dowolny most, ktéry
oddziela rézne akweny (jezeli taki
istnieje). Zauwazmy, ze w wyniku
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sie w jeden duzy), a takze liczba
mostéw zmniejszyta sie o 1.
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wyrazenia W — K + S jest réwna

W—(K—=1)+(S—1).
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Krok 1: niszczymy most

3) UsuAmy dowolny most, ktéry
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X.

4) Powyzsza operacje wykonujemy
tak dtugo, jak dtugo istnieja mosty
oddzielajace rézne akweny.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 16 /



Krok 1: niszczymy most

3) UsuAmy dowolny most, ktéry
oddziela rézne akweny (jezeli taki
istnieje). Zauwazmy, ze w wyniku
tej operacji liczba akwendw
zmniejszyta sie o 1 (bo dwa zlaty
sie w jeden duzy), a takze liczba
mostéw zmniejszyta si¢ o 1.
Wobec tego ,nowa" warto$é
wyrazenia W — K + S jest réwna

X.

4) Powyzsza operacje wykonujemy
tak dtugo, jak dtugo istnieja mosty
oddzielajace rézne akweny.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 16 /



Krok 1: niszczymy most

3) UsuAmy dowolny most, ktéry
oddziela rézne akweny (jezeli taki
istnieje). Zauwazmy, ze w wyniku
tej operacji liczba akwendw
zmniejszyta sie o 1 (bo dwa zlaty
sie w jeden duzy), a takze liczba
mostéw zmniejszyta sie o 1.
Wobec tego ,nowa" warto$é
wyrazenia W — K + S jest réwna

X.

4) Powyzsza operacje wykonujemy
tak dtugo, jak dtugo istnieja mosty
oddzielajace rézne akweny.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 16 /



Krok 1: niszczymy most

3) UsuAmy dowolny most, ktéry
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Krok 2: niszczymy molo
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Krok 2: niszczymy molo

5) Usunmy dowolna wyspe, na ktéra
prowadzi dokfadnie jeden most
razem z tym mostem.
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6) Powyzsza operacje wykonujemy
dopdki nie zniszczymy wszystkich
mostow.
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Krok 3: samotna wyspa
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Krok 3: samotna wyspa

6) Na naszym archipelagu pozostata
jedna wyspa (W = 1), jeden
akwen (S = 1) i nie ma mostéw
(K =0).
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Krok 3: samotna wyspa

6) Na naszym archipelagu pozostata
jedna wyspa (W = 1), jeden
akwen (S = 1) i nie ma mostéw
(K =0). Podczas bombardowan
wartos¢ wyrazenia W — K + S nie
zmieniafa sie i byfa stale réwna X.
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Krok 3: samotna wyspa

6) Na naszym archipelagu pozostata
jedna wyspa (W = 1), jeden
akwen (S = 1) i nie ma mostéw
(K =0). Podczas bombardowan
wartos¢ wyrazenia W — K + S nie
zmieniafa sie i byfa stale réwna X.
To oznacza, ze

X=W-K+S,
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6) Na naszym archipelagu pozostata
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To oznacza, ze

X =2,
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Krok 3: samotna wyspa

6) Na naszym archipelagu pozostata
jedna wyspa (W = 1), jeden
akwen (S = 1) i nie ma mostéw
(K =0). Podczas bombardowan
wartos¢ wyrazenia W — K + S nie
zmieniafa sie i byfa stale réwna X.
To oznacza, ze

X =2,

a to wiasnie chcieliSmy udowodnié!
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Czeé€ IV

Maty tréjkat — duzy problem




Jaki tréjkat nazwiemy matym?
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Jaki tréjkat nazwiemy matym?

Trojkat nazwiemy matym, jezeli ma wierzchotki w punktach kratowych
oraz B=3,1=0.
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Jaki tréjkat nazwiemy matym?

Trojkat nazwiemy matym, jezeli ma wierzchotki w punktach kratowych
oraz B =3, | = 0. Innymi stowy: ani na bokach, ani we wnetrzu matego
tréjkata nie ma punktéw kratowych (sa tylko w wierzchotkach).
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Jaki tréjkat nazwiemy matym?

Trojkat nazwiemy matym, jezeli ma wierzchotki w punktach kratowych
oraz B =3, | = 0. Innymi stowy: ani na bokach, ani we wnetrzu matego
tréjkata nie ma punktéw kratowych (sa tylko w wierzchotkach).

Udowodnimy (oczywiscie nie postugujac sie wzorem Picka!), ze kazdy
maty trojkat ma pole 0.5.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:

I Il 1l v \Y,

Sytuacja | moze mie¢ miejsce tylko dla potéwki kwadratu i wtedy pole
rzeczywiscie wynosi 0.5.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:

I Il 1l v \Y,

Sytuacja Il nie moze mieé¢ miejsca — tréjkat nie bytby wéwczas maty, gdyz
miatby punkt kratowy na boku.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:

I Il 1l v \Y,

Sytuacja Il jest — jak sie okaze — szczegdlnym przypadkiem sytuacji V.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:

I Il 1l v \Y,

Sytuacja IV nie moze mie¢ miejsca — tréjkat nie bytby wéwczas maty,
gdyz miatby punkt kratowy we wnetrzu.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Rozwazmy dowolny maty trdjkat i umies¢my go w najmniejszym
prostokacie o bokach réwnolegtych do linii kratkowania. Otrzymamy
konfiguracje, ktéra odpowiada jednemu z nastepujacych schematéw:

Do rozwazenia pozostaje tylko sytuacja V.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
rysunku obok.
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na

B Q rysunku obok.
y+1
e IC
o |1
P! ™) A
. ;
a x+1

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 21 /28



Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
B Q rysunku obok. Wéwczas a, b, x, y to

N pewne liczby catkowite nieujemne.
y+1
EEE EEEEEE IC
o |
P X A
. .
a x+1
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
B Q rysunku obok. Wéwczas a, b, x, y to
pewne liczby catkowite nieujemne.

Aby przekonac sie, ile jest réwne pole
y+1 tréjkata ABC, wyrazimy liczbe
punktéw kratowych wewnatrz
prostokata APBQ® na dwa sposoby.

e IC
o |
P ™ A
! |
a x+1
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
B Q rysunku obok. Wéwczas a, b, x, y to
pewne liczby catkowite nieujemne.

Aby przekonac sie, ile jest réwne pole
y+1 tréjkata ABC, wyrazimy liczbe
punktéw kratowych wewnatrz
prostokata APBQ na dwa sposoby.

C
D A ! Z jednej strony, prostokat ma wymiary
b (a+x+1) x (b+y + 1), wiec
P * *A punktéw kratowych wewnatrz jest
. |
a x+1
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Najmniejszy prostokat — jak to wyglada?

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na
B Q rysunku obok. Wéwczas a, b, x, y to
pewne liczby catkowite nieujemne.

Aby przekonac sie, ile jest réwne pole
y+1 tréjkata ABC, wyrazimy liczbe
punktéw kratowych wewnatrz
prostokata APBQ na dwa sposoby.

C
D A ! Z jednej strony, prostokat ma wymiary
b (a+x+1) x (b+y + 1), wiec
P * *A punktéw kratowych wewnatrz jest
. |
a x+1

(a+x)(b+y).
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Z drugiej strony, mozemy policzy¢
B Q  osobno liczby punktéw kratowych

wewnatrz poszczegdlnych figur.
y+1
-Y-lb ------ C
b |
B S
P! X TA
: !
a x+1
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Z drugiej strony, mozemy policzy¢
B Q osobno liczby punktéw kratowych

N wewnatrz poszczegblnych figur. Tréjkat
ABC jest maty, wiec w jego wnetrzu
4 ani na zadnym z odcinkéw AB, AC,
Y BC nie ma punktéw kratowych.
-Y-lb ------ IC
o |
P X A
. .
a x+1
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Z drugiej strony, mozemy policzy¢
B Q  osobno liczby punktéw kratowych
wewnatrz poszczegblnych figur. Tréjkat
ABC jest maty, wiec w jego wnetrzu
ani na zadnym z odcinkéw AB, AC,
BC nie ma punktéw kratowych. Wobec
tego wewnatrz tréjkatow ABQ, ACX,
C BCY jest odpowiednio

y+1

(a+x)(b+y) x(b—1) y(a—1)
2 ’ 2 ’ 2

|
|
Y

a x+1 punktéw kratowych.
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Do policzenia zostaty punkty kratowe
B Q  wewnatrz prostokata XCYP, na jego

N bokach CX i CY oraz punkt C.
y+1
- @------ IC
b |
P ™) A
. .
a x+1
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Do policzenia zostaty punkty kratowe
B Q  wewnatrz prostokata XCYP, na jego

N bokach CX i CY oraz punkt C. Tych
punktéw jest tacznie
y+1
e IC
o |1
P ™) A
; ;
a x+1
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Do policzenia zostaty punkty kratowe
B Q  wewnatrz prostokata XCYP, na jego

N bokach CX i CY oraz punkt C. Tych
punktéw jest tacznie ab.
y+1
- @------ IC
o |
P X A
. .
a x+1
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) x(b—1) y(a—1)
2 + 2 + 2 +

(a+x)(b+y)= ab,
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) x(b—1) y(a—1)
2 + 2 + 2 +

(a+x)(b+y)= ab,

(a+x)(b+y) x(b—1)+y(a—1) b

2 2 2 ’
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)2(b+y) N x(b2— 1) N y(a2— 1) N
(a+x)(b+y) x(b—1) y(a—1)
> = 3 + > + ab,

(a+x)(b+y)=x(b—1)+y(a—1)+ 2ab,

(a+x)(b+y)= ab,
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) = ) A1) A1),

(a+x)(b+y) _ x(b—1)+y(a—1) \ ab,
2 2 2

(a+x)(b+y)=x(b—1)+y(a—1)+ 2ab,

ab+ ay + bx + xy = bx — x + ay — y + 2ab,
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) = ) A1) A1),

(a+x)(b+y) _ x(b—1)+y(a—1) \ ab,
2 2 2

(a+x)(b+y)=x(b—1)+y(a—1)+ 2ab,

ab+ ay + bx + xy = bx — x + ay — y + 2ab,

ay + bx+xy = bx —x+ay — y + ab,
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) = ) A1) A1),

(a+x)(b+y) _ x(b—1)+y(a—1) \ ab,
2 2 2

(a+x)(b+y)=x(b—1)+y(a—1)+ 2ab,

ab+ ay + bx + xy = bx — x + ay — y + 2ab,

ay + bx+xy = bx —x+ay — y + ab,
Xy = —x —y + ab,
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy:

(a+x)(b+y) = ) A1) A1),

(a+x)(b+y) _ x(b—1)+y(a—1) \ ab,
2 2 2

(a+x)(b+y)=x(b—1)+y(a—1)+ 2ab,

ab+ ay + bx + xy = bx — x + ay — y + 2ab,

ay + bx+xy = bx —x+ay — y + ab,
Xy = —x —y + ab,
xy +x+y = ab.
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lle punktéw kratowych jest wewnatrz?

Do policzenia zostaty punkty kratowe
B Q  wewnatrz prostokata XCYP, na jego

N bokach CX i CY oraz punkt C. Tych

punktéw jest tacznie ab.
y+1 Poréwnujac uzyskane wyniki,

otrzymujemy:

Yoo C xy +x +y = ab.

o |
P X A
. .
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

B Q
y+1
-Y-ID ------ ’ C
o [
P X TA
e R |
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q
y+1
- @------ IC
o |
P ™ A
. .
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q  Wobéwczas
[ABC] =
y+1
e IC
o |1
P ™ A
. .
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q Woéwczas
[ABC] = [APBQ]
y+1
Y St IC
o |1
P ™ A
. .
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q Wéwczas
[ABC] = [APBQ]
—[ABQ]

y+1

--@------ IC

: z
P! ™) A
! !
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q Wéwczas
[ABC] = [APBQ]
—[ABQ]

y+1 —[ACX]

EEE EEEEEE IC

b z
P! ™% A
: !
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q Woéwczas
[ABC] = [APBQ]
—[ABQ]
y+1 —[ACX]

—[BCY]

Y e IC

o |
P ™ A
. .
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q  Wobéwczas
[ABC] = [APBQ]
—[ABQ]
y+1 —[ACX]
_[BCY]
—[XPYC].
e C
o |1
P X A
. |
a x+1
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

B Q  Woéwczas
[ABC] = [APBQ]
—[ABQ]
y+1 —[ACX]
_[BCY]
—[XPYC].
-Y-lb ------ C
b Ponadto zachodza réwnoéci:
. . [APBQ] = (a+x+1)(b+y+1),
Pi X A [ABQ] = (a+x+1)(b+y+1)/2,
a x+1 [ACX] = b(x +1)/2,

[BCY] = a(y + 1)/2, [XPYC] = ab.
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

(a+x+1)(b+y+1) bx+1) aly+1)

> 5 > ab.

(a+x+1)(b+y+1)—
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

(a+x+1)(b+y+1) bx+1) aly+1)

> 5 5 ab.
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

(a+x+1)(b+y+1)—b(x+1)—a(y+1)—2ab
5 .
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

Xy +x+y+1—ab
> .
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

Xy +x+y+1—ab
> .

Ale przeciez doszliémy wczesniej do wniosku, ze xy + x + y = ab.
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Jakie jest pole matego tréjkata?

Stad wniosek, ze pole tréjkata ABC jest rowne

Xy +x+y+1—ab
> .

Ale przeciez doszliSmy wczesniej do wniosku, ze xy + x + y = ab. To
pozwala zapisaé

1

a te wiasnie réwnos¢ chcieliSmy udowodnidé.
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Czes¢ V

Dowdd wzoru Picka



Krok 1: Dzielimy na mate tréjkaty
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Krok 1: Dzielimy na mate tréjkaty
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2) Podzielmy go na mate tréjkaty.
Oznaczmy ich liczbe przez T.
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kratowy F o parametrach B, /.

2) Podzielmy go na mate tréjkaty.
Oznaczmy ich liczbe przez T.

3) Otrzymalismy spdjny graf ptaski,
w ktérym

S =
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Oznaczmy ich liczbe przez T.

3) Otrzymalismy spdjny graf ptaski,
w ktérym

S=T+1,

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019



Krok 1: Dzielimy na mate tréjkaty

1) Rozwazmy dowolny wielokat
kratowy F o parametrach B, /.

2) Podzielmy go na mate tréjkaty.
Oznaczmy ich liczbe przez T.

3) Otrzymalismy spdjny graf ptaski,
w ktérym

S=T+1,

Q- W =
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Krok 1: Dzielimy na mate tréjkaty

1) Rozwazmy dowolny wielokat
kratowy F o parametrach B, /.

2) Podzielmy go na mate tréjkaty.
Oznaczmy ich liczbe przez T.

3) Otrzymalismy spdjny graf ptaski,
w ktérym

S=T+1,

o W=1+B.

tukasz Bozyk (MIM UW) Wzér Picka 27 pazdziernika 2019 25 /28



Krok 1: Dzielimy na mate tréjkaty

1) Rozwazmy dowolny wielokat
kratowy F o parametrach B, /.

2) Podzielmy go na mate tréjkaty.
Oznaczmy ich liczbe przez T.

3) Otrzymalismy spdjny graf ptaski,

w ktérym
S=T+1,
Q W=1+B8B.
F Co mozna powiedziec o liczbie

\ krawedzi tego grafu?
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Krok 2: Liczymy boki matych tréjkatow
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4) Kazdy maty tréjkat ma 3 boki.
Wobec tego taczna liczba bokdw
wszystkich matych trojkatéw to
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4) Kazdy maty tréjkat ma 3 boki.
Wobec tego taczna liczba bokdw
wszystkich matych trojkatéw to

3T
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Krok 2: Liczymy boki matych tréjkatow

4) Kazdy maty tréjkat ma 3 boki.
Wobec tego taczna liczba bokdw
wszystkich matych trojkatéw to
3T, przy czym boki lezace na
obwodzie F policzylismy
jednokrotnie, a wszystkie
pozostate — dwukrotnie.

5) Wszystkich bokéw matych
tréjkatéw lezacych na obwodzie F
jest B. To oznacza, ze

F 2K =3T + B.
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Krok 2: Liczymy boki matych tréjkatow

4) Kazdy maty tréjkat ma 3 boki.
Wobec tego taczna liczba bokdw
wszystkich matych trojkatéw to
3T, przy czym boki lezace na
obwodzie F policzylismy
jednokrotnie, a wszystkie
pozostate — dwukrotnie.

5) Wszystkich bokéw matych
tréjkatéw lezacych na obwodzie F
jest B. To oznacza, ze

T+8
7 K:32+.
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

2=W-K+S.
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

3T +B

2=1+B- +T+1
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

3T +B

0=/+B— +T -1
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

37 B
=1+B-" -4 T-1
0=1+ ot
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

3T B
S _T=I4B-Z-1.
2 TP
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
—=/+B—-——-1
2 + 2
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
— =41
2 =113
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= %
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
— =41
2 =113

7) Skoro pole kazdego z matych
trojkatéw jest réwne % to pole P
wielokata F jest réowne
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnosci S = T + 1,
W=I1+B, K= #
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
— =41
2 =113

7) Skoro pole kazdego z matych

trojkatéw jest réwne % to pole P

M . 7 T
wielokata F jest réwne .
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnoéci S = T + 1,
W=I1+B, K= #
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
—=/+—=--1.
2 + 2
7) Skoro pole kazdego z matych
trojkatéw jest réwne % to pole P
wielokata F jest réowne % Wobec
tego

P=_
2
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnosci S = T + 1,
W=I1+B, K= #
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
—=/+—=--1.
2 + 2
7) Skoro pole kazdego z matych
trojkatéw jest réwne % to pole P
wielokata F jest réowne % Wobec
tego

B
P=I+—--1
+5 -1
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Krok 3: Korzystamy ze wzoru Eulera

6) Otrzymane réwnosci S = T + 1,
W=I1+B, K= #
podstawiamy do wzoru Eulera:

T B
—=/+—=--1.
2 + 2
7) Skoro pole kazdego z matych
trojkatéw jest réwne % to pole P
wielokata F jest réowne % Wobec
tego

B
P=I+—--1
+5 -1

a to wiasnie jest wzér Picka!
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