Nowy, nieznany czternastosScian
oraz inne facecje o liczbie 14
Michat Szurek

Abstrakt artykulu: sensacja! Nowa
bryla o czternastu Scianach! Poniewaz Dzien
Edukacji Narodowej przypada 14 pazdziernika,
proponuje, by bryle nazwac¢ imieniem Obecnej
Reformy Edukacji! Inne, bardziej merytoryczne
uzasadnienie — w tekscie.

Dwunasta konferencja Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
odbyla sie, juz tradycyjnie, w osrodku Lucznik w Sielpi koto Konskich, 25-27
pazdziernika 2019 roku. Jak zwykle, byta udana a duzym walorem byto zwyczajne
spotkanie sie. Spotkanie nauczycieli, ktérym po prostu zalezy na edukacji i
wychowaniu miodego pokolenia. W latach sze$¢dziesiatych istnial zesp6t siedmiu
dziewczat, ,Filipinki”. Falszowaly, byly pretensjonalne i troche kiczowate, ale
wpadajace w ucho. W jednej z piosenek Spiewaly, ze w dniu opuszczenia szkoly
przyrzekaja , profesorze, rozwigzywac twe zadanie, jak uczciwie i madrze zy¢”

,Przyszloé¢ Swiata jest w oddechach dzieci spieszacych do szkoty”. To
madroé¢ Talmudu. W potepianym dzi§ z motywoéw ideologicznych wierszu Juliana
Tuwima ,Do coérki w Zakopanem” znajdujemy fraze: ,klaniaj sie [céreczko},
wiejskim nieznanym nauczycielkom, brnacym do szkétek w mrozy siarczyste”.
Nauczyciele sa grupa, od ktérej najsilniej zalezy pomyslnoéc nas wszystkich.

Puscilem sie specjalnie na wyzyny egzaltacji, dla kontrastu. Bede bowiem
troche przeSmiewczy a troche powazny.

Dopiero po zakoniczeniu konferencji zobaczylem te sensacje! Odkrylismy
nowy, nieznany czternastoscian - czyli pewna bryle o czternastu Scianach. My, to
znaczy anonimowa grupa uczestnikow (moze si¢ ujawnig, jezeli pamietaja!!! -
prosze) - a zasluga piszacego te stowa jest tylko wywolanie tematu. Mianowicie na
zajeciach poprosilem o skonstruowanie bryly o 14 Scianach za pomoca wyjatkowo
udanej pomocy szkolnej: klockéw REKO. Jak wida¢, nie uprawiam kryptoreklamy,
tylko po prostu reklame. Naprawde bardzo udany pomyst i wykonanie.

Wynik 45 minutowych zaje¢ (a wlasciwie ich potowy, bo przez druga potowe
robiliSmy co innego) na zdjeciu ponizej. Imponujace, dziekuje. Opracowanie tego
wszystkiego zajmie mi kilka miesiecy. Moze kto§ mi pomoze? Moze razem
napiszemy ksigzeczke o brylach z REKO?

Autorka zdjecia (fot. 1) jest p. Alicja Gawronska. Pamietacie Paristwo Sielpig?
Spotykajmy sie, rozmawiajmy. To zawsze pomaga.

Gdzie$ na fawce na fot. 1 lezy nasza brylka - bohaterka dnia. Ze wzgledu na jej
wlasnosci, oméwione w dalszym ciggu, proponuje ja nazwaé Bryla Imienia Obecnej
Reformy Edukacji. Kto za, kto przeciw, kto sie¢ wstrzymal? Moze jednak najpierw
zapoznamy sie z kandydatkg, a potem glosujmy. Na fot. 2 owa bryta z bliska.



Jak pisalem, na potowie 45-minutowych zaje¢ datem uczestnikom zadanie:
zbuduj z klockéw REKO czternasto$cian. Wynik przeszed! najsmielsze oczekiwania
(fot. 1). Na razie oméwie jedno rozwigzanie - najciekawsze, cho¢ fatszywe.

Fot. 1. Plon 45-minutowych zaje¢ w Sielpi



Fot. 2. Brylta im. Reformy Edukagji.

Jak to? Najciekawsze, ale falszywe? No, to po kolei. Zrébmy sobie fadna
brylke. Robimy najpierw podstawe Sciany boczne - szedciokat obkladamy na
przemian pieciokagtami i kwadratami (rys. 3). Zaginamy do gory; otrzymujemy
~korone” - gdybySmy wuzywali tylko pieciokatéw, mielibysmy potowke
dwunastoécianu. Mozemy nietrudno obliczy¢ wspoélrzedne wierzchotkéw tej
,korony”. Przyjmijmy, ze wierzcholkami szeSciokata ABCDEF w podstawie sa
pierwiastki szostego stopnia z 1, tzn.

1=a00, 5= (40) 0= (-1.50).
D= 100, £= (-1~ 50) = (- 50).

gdzie € =3 . Ponadto, jezeli przyjmiemy 9 = V5, to wierzchotkami korony beda
(rys. 1,2,3)
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Rys. 4, rys. 5. Korona ,,z dotu” (= diagram Schlegela) i jej siatka.
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Rys. 6. ,,Korona” po sklejeniu.

Korone mozna domkngé, to znaczy zrobi¢ z niej wielocian wypukly,
ograniczony wielokgtami. Minimalistyczny sposéb to taki. Punkty P, Q, R sa
wierzchotkami tréjkata rownobocznego o boku 2. Po wstawieniu tego tréjkat jako
,daszka” zobaczymy jeszcze trzy ,dziury” : RGHP, PIJQ i QKLR - wszystkie w
ksztalcie trapezéw réwnobocznych o bokach 2, 1,1,1. Kazdy z tych trapezéw
ztozony jest z czterech tréjkatéw réwnobocznych. Doklejamy.



Oto i co powstalo - zgrabny jedenastoscian (rys. 7). Skladaja sie na niego
szeSciokat foremny, trzy kwadraty, trzy pieciokaty foremne (o boku 1), jeden tréjkat
réwnoboczny o boku 2 i trzy trapezy réwnoramienne o bokach 2,1,1,1. Wyobrazam
sobie, ze tak mogt wyglada¢ domek na Ksiezycu, w ktérym mieszkali Pirx i Langner,
(Stanistaw Lem, Odruch warunkowy). Stanistaw Lem (1921- 2005) zastugiwal na
nagrode Nobla. Prawdopodobnie byt niezrozumiany i trudno przettumaczalny na
niestowianiskie jezyki. Ukrywatl pod jezykiem ,kosmicznym” codzienne, zwykle
problemy nas wszystkich. Uwazam, ze przescigal Reymonta, Szymborska i Olge
Tokarczuk razem wzietych. Nie jestem jednak jurorem nagrody Nobla.

Bede jednak opisana konstrukcje nazywaé domkiem Pirxa. Solidny,
ergonomiczny domek, przylepiony do ksiezycowej skaly (jak w cytowanym
opowiadaniu). = Pentagonalna podstawa, plaski trojkatny daszek i ukosne
trapezoidalne $wietliki - okna u gory. Urozmaicony parter - na przemian Sciany
kwadratowe i pieciokatne. Moze nie tak, jak w dworkach szlacheckich, ale catosc¢
tchnie trudno opisywalna nostalgia. Dla przezwyciezenia jej takie oto zadanie:

Zadanie. Oblicz objetos¢ domku Pirxa.

Komentarz: Wecale nie latwe!!! Zaczalem ochoczo tak. Obliczylem pole
przekroju poziomego, tuz nad podloga. ,Tuz” to znaczylo ,do poziomu gérnych
bokéw kwadratu”. Wyszlo, ze na wysokosci h od podlogi owo pole to

3 \/ h? + %h + Z . Niezle, wyrazenie pod pierwiastkiem to tréjmian z ujemnym

wyréznikiem, przy catkowaniu trzeba zrobi¢ podstawienie hiperboliczne
Zasnalem juz od razu przy obliczeniach. , Ale po co sie meczysz?” zapytalem sam
siebie, ,sa r6zne programy do obliczania calek”. Ale kazdy dawat wyniki w tak
niestrawnej postaci, ze stracilem zainteresowanie dla zadania.

Nie podoba mi sie¢ w moich obliczeniach ksztalt funkcji ,przekr6j na
wysokoéci h”. Pole powinno chyba rosnaé kwadratowo? Czytelnicy: pomozecie?
Pomozcie, bo juz mi sie wszystko placze. ArSinh wyszczerza zeby.

Domek Pirxa mozna nietrudno przerobi¢ na pozadany w zadaniu
czternastoscian, doklejajac czworoscian foremny o podstawie PUV, gdzie U jest
srodkiem odcinka PQ, V S$rodkiem odcinka PI. W tej dobudéwce znakomicie
pomieéci sie radioteleskop, skierowany na Ziemie, nasza jedyna planete. Mozna
dostawic na dachu dziébek (matly lub duzy) i w ogéle zabawa przednia!
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Rys. 7. Dwa ujecia domku pilota Pirxa. Na Ksiezycu niepotrzebny jest stromy dach.



Wréémy do Sielpi i wspomnianego odkrycia. Kilkuosobowa grupa
postanowita inaczej wykorczy¢ korone z rys. 1, 2. Zamiast dlugiego i niestrawnego
opisu zalacze siatke i fotografie, co z tego wyszlo. Prosze sprébowaé samodzielnie, z
klockéw albo z kartonu. Troche trudno zlozy¢, ale jak sie docisnie, to powstanie
interesujaca bryta (fot.2, fot 9).

Rys. 8. Siatka domku pilota Pirxa i siatka z dobudowanym stryszkiem w postaci
czworoécianu foremnego. Po takiej dobudowie domek wyglada jak imbryk z
dziébkiem, taki do herbaty, w chifiskim stylu.

Rys. 9. Siatka bryly im. Reformy Edukacji. Sama bryta widoczna wyzej, na fot. 2.

Pokaze, ze taka bryla sie nie da , ztozy¢ do kupy”, fot. 10. To znaczy, ze bryla
na fot. 2 nie istnieje. Wybiore jeden z naroznikéw.



Punkt X jest odlegly od R, G, H o jednostke, a od
punktu P o pierwiastek z 2. Niech X = (x, y, z) .
Wyznaczymy odleglosci punktu X od R, G, H, P .
Rozwigzemy stosowne réwnania. Obliczenia sa
cokolwiek koszmarne, ale mamy XXI wiek. Oto
obliczenia z programu Mathematica, wygodniej
pracowac z kwadratami odleglosci. Tekst miedzy
(* a *) nie jest kompilowany przez program - jest
tylko  komentarzem.  Polecam  sprawdzi¢
wyliczenia za pomoca np. ogodlnie dostepnego
Wolfram Alpha.

Czy teraz przyjmujecie, Czytelnicy, pomysl, zeby te bryle uhonorowacé
mianem ,bryly imienia Reformy Edukacji”?

(* Bryta imienia Reformy Edukacji, analiza za pomoca
programu Mathematica *)

punkty = Table[{Cos[ 2 k Pi / 6], Sin[2 k Pi /6], O},
{k,0,7}1;

a = punkty[[1l]]; b = punkty[[2]]; ¢
d = punkty[[4]]; e = punkty[[5]]; £

punkty[[3]];
punkty[[6]];

(* punkty szesciokatnej podstawy ¥*)

hh = Sqrt[ (3+Sqrt[5])/6];
(*wysokos¢é na ktérej sa goérne boki kwadratd4w korony *)

g ={ (3+sSqrt[5])/4, (Sqrt[15]-Sqrt[3])/12, hh};

h = {(1+Sqrt[5])/4, (5 Sqrt[3]+Sqgrt[15])/12, hh};
i = {-(Sqrt[5]+1)/4, (5 Sqrt[3]+Sqrt[15]1)/12, hh};
j ={-(3+Sqrt[5])/4, Sqrt[3]1*(-1+Sqrt[5])/12, hh};
k = {-1/2, -(2 Sqrt[3]+Sqgrt[15])/6, hh};

1 ={1/2, -(2 Sqrt[3]1+Sqrt[15])/6, hh};

(* g, h, i, j, k, 1 - wierzchotki korony *)

p = {0, 2/Sqrt[3], (4+2 Sqrt[5])/Sqrt[6(3+Sqrt[5])]1};
q = {-1, -1/Sqrt[3], (4+2 sSqrt[5])/Sqrt[6(3+Sqrt[5])]1};
r = {1, -1/Sqrt[3], (4+2 Sqrt[5])/Sqrt[6(3+Sqrt[5])1};

(* p, g, r — daszek tréjkatny domku Pirxa; (x,y,z to
wspétrzedne hipotetycznego punktu X, pamietamy, ze kwadrat
odlegtosci wektordéw to kwadrat skalarny ich rdéznicy *)

Solve [ { ({XIYIZ}_r) . ({xIYIz}_r)==1I
({errz}'g) . ({errz}'g)==1r



({XIYIZ}_h) . ({XIYIZ}_h)== ’
({x/Y/z}_P) . ({errz}_P)==2} ’
{x,y,2z}]

(* program odpowie {}, to znaczy, ze zbidér rozwiazan jest pusty; dla
pewnosci mozemy rozwiazac¢ trzy pierwsze rdéwnania i trzy ostatnie i
zobaczyé, Ze sa rdbézne wyniki. Bryty nie da sie ztozyé¢ z
zaprojektowanego schematu (siatki). Znajomo brzmi, prawda? *¥*)

Domek Pirxa wywoluje we mnie ciepte mysli. Moze kto§ z Czytelnikow
opracuje dokladniej geometrie tej chatki? Moze nie tylko geometrige? Fajnie by bylo
zamieszka¢ w czyms$ takim. Niekoniecznie na Ksiezycu. Nie pamietam dokladnie, ale
widzialem podobna altanke w Tatrach, na drodze z Orawic do Cie$niaw w
Juraniowej Dolinie. Po lewej stronie drogi, juz blisko Szatanowej Polany. Sprawdze
latem. A moze kto$ z Czytelnikéw bedzie tam wcze$niej?

k&%

Ale skoro jestem przy glosie, to rozgadam sie o liczbie 14. Zebratem kiedys$
troche ciekawostek i szkoda, zeby sie zmarnowaty.

Zabawne, z lat wczesnej mlodosci zapamietalem pewna fotografie z albumu z
wczesnych lat piecdziesigtych, kiedy Warszawa byla jeszcze morzem gruzéw z
wysepkami nowych osiedli. Na mato zniszczonym skrzyzowaniu Alei
Niepodleglosci z Rakowiecka skrecal w lewo, tramwaj numer 14. Podpis glosil, ze
niedlugo bedzie tu metro... (i rzeczywiscie, juz po czterdziestu latach byto).

W Koéciele katolickim ,czternascie” wiaze sie z czternastoma stacjami Drogi
Krzyzowej, a takze z grupa czternastu Swietych, ktérzy przed swa meczeriska
Smiercig wyprosili u Boga taske udzielenia szczegdlnej pomocy tym wlasnie, ktérzy
0 nig prosza za ich posrednictwem. Jednym z nich byl swiety Krzysztof, dzisiaj
opiekujacy sie automobilistami.

Czternastego lipca padia Bastylia i ... zaczal sie¢ XIX wiek (historycy catkiem
serio datuja go na 1789 - 1914, najdtuzszy wiek w dziejach ludzkosci - z kolei wiek
dwudziesty trwal krociutko, do 1989).  Czternascie punktow prezydenta USA
Woodrowa Wilsona przyczynito si¢ do naszej niepodleglosci. Mniej szczescia ma
Tybet, okupowany przez Chiny. Duchowy przywoédca Tybetariczykéw, Dalaj Lama
X1V, od lat zyje na wygnaniu w Indiach.

Przyjechala delegacja z Krosna
Czternastu ludzi

W ciemnych garniturach

Tomasz Jastrun, , Jeszcze jedna delegacja”

Czternastozgloskowiec jest dzisiaj malo popularny. A uzyl go ten, ktéry pierwszy
wdart sig na skate boskiej Kalijopy. Przypominam, ze przed nim nie bylo na niej polskiej

stopy:



Przed sie Bog jest na niebie, a stamtad wszystko widzi,
Sprawiedliwych do$wiadcza, nieprawymi sie hydzi:
Na zlte ludzi wyleje deszcz goracy, siarczany,
Wyleje wegle zywe i grom z wichrem zmieszany;
Bo bedac sprawiedliwym, sprawiedliwo$¢ mituje,
A dobre ludzi okiem taskawem opatruje.

Jan Kochanowski, Psalm XI

Klasyczny sonet wloski ma czternascie werséw (rymy abba, abba, cdc, dcd) -
przypomnijmy sobie np. ,Sonety Krymskie” autorstwa pewnego studenta Wydziatu
Matematycznego Uniwersytetu w Wilnie (nie zrobit kariery w matematyce i stuch o
nim zaginal). William Shakespeare napisal 154 = 14 -11 sonetéw (mialy one nieco
inng forme niz klasyczne, wloskie). Po czternascie lat mialy Zosia Horeszkéwna i
Julia Capuletti, kiedy weszly na karty literatury, ale zwigzek tego z popularnymi w
anglosaskiej kulturze Walentynkami (14 lutego) jest przypadkowy.

Przechodzac do matematyki, odnotujmy, ze 14 jest suma kwadratéw trzech
pierwszych liczb naturalnych: 12+22+32 = 14. Pokazuja to piramidki na fot. 111 12.

Fot. 11

O czternastodcianach nie pisze - za duzo by bylo. Jak pisatem, za kilka
miesiecy... Prosze zapoznac si¢ na razie z o$mioScianem Scietym. To tadna brytka.
Oczywiscie wszelkie informacje poda nam wujek Gugel wraz z ciocig Wikipedia.

A oto liczby Catalana (belgijski matematyk Eugene Charles Catalan, 1814 -
1894), oznaczane tradycyjnie przez C, . Mianowicie:
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Liczby Catalana maja znaczenie geometryczne - pokazujg, na ile sposobéw
mozna podzieli¢ wielokat o n bokach na n - 2 tréjkatow. Latwo sie przekonad, ze
kwadrat mozna podzieli¢ tak na dwa sposoby, pieciokat na pie¢, a szeéciokat na
czternascie (rys. 13).
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Rys. 13. Czternascie sposoboéw podziatu szesciokata.

Na zakornczenie, na rysunku, nomen omen czternastym, widzimy interesujacy
trojkat.  Jest ,prawie rownoboczny” - jego boki maja dlugosci 13, 14, 15, a jest
interesujacy matematycznie dlatego, ze i jego pole wyraza sie liczba naturalng ( i jest
réwne 84; ci z Paristwa, ktérzy czytali Sladami Pitagorasa zapamietali moze, Ze tyle lat

zyt Diofalz‘ltos). Jak pamietamy, pole tréjkata rownobocznego o boku a wyraza sie

wzorem %g , a zatem jezeli a jest liczba catkowita, to pole jest liczbg niewymierna.

Inne tréjkaty , prawie réwnoboczne” o podobnej wlasnosci tez maja co$
wspoélnego z liczba 14, na przyklad nastepnym takim tréjkatem jest ten o bokach 193,
194 = 142 - 2, 195, a cala seria wyglada tak:

13,14, 15
(142 -2) -3, 14*-2, (14*°-2)—-1
(142-2)2-3, (142-2)2-2, (142-2)2-1
i tak dalej:
b1=14 , by =b2-2

Rys. 14. Ladny ten tréjkat, prawda?



